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1 Introducao

O habilidoso uso de ferramentas é condigao sine qua non pra analise matematica. Comegamos por ferramen-
tas que certamente usaremos na empreitada.

1.1 O sistema Hindu-Arabico de numerais

Os numerais que usamos sdo um fantastico sistema de raciocinio — provavelmente a maior contribui¢ao
matematica de todos os tempos. O sistema foi disseminado por Abu’Abd Alla Muhammad ibn Musa
al-Khowarism1’, nome que literalmente significa pai de Abdullah, Mohammed, filho de Moisés, nativo de
Khowarizm. Os termos “algarismo” e “algoritmo” vém do nome dele, al-Khowarismi. Por volta do ano 825,
al-Khowarismi escreveu o livro Kitab al jabr wa’l-muqabala, que essencialmente significa “regras para recu-
perar e equacionar” [2, capitulo 1, se¢do 1.1, pagina 1]. O livro explica como usar os numerais. Mais tarde
foi traduzido e apareceu em latim sob o titulo “Liber Algorismi”, que significa “o livro de al-Khowarism1” [4,
pagina 21|. Khowarismi hoje é a cidade de Khiva no Uzbequistao. O termo al é o equivalente ao artigo “o”
da lingua portuguesa. Entdo o nome “al-Khowarismi” significa, efetivamente, “o (livro) daquele que vem de
Khiva”.

A esséncia do sistema é usar os simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 na expressdo de um ntumero natural.
Por exemplo, o niimero quatro mil trezentos e vinte um pode ser expresso pela soma 4000 + 300 4+ 20+ 1, o
que podemos (também) abreviar por 4321. Observemos entdo que os naturais tém um nome completo e um
nome abreviado. O nome completo de quatro mil trezentos e vinte um é

1-10°4+2-10" +3-10% +4- 10 = 4321.

Quando usamos o nome completo, ndo precisamos nos preocupar com qualquer ambiguidade de leitura —
nao precisamos informar ao leitor que o algarismo menos significativo encontra-se na direita. Ja quando
usamos o0 nome abreviado, precisamos informar o fato — em “4321”, o algarismo 4 representa o nimero
quatro mil. O nome abreviado exige do leitor que conte a quantidade de algarismos usados pelo naumero para
compreender seu algarismo mais & esquerda — o mais significativo. J4 o nome completo pode ser escrito de
varias formas. Por exemplo, quatro mil trezentos e vinte um também pode ser escrito tanto por

4.-10°+3-10>+2-10' +1-10°

quanto por
2-10" +1-10° +4-10% + 3 - 107,

dentre outras expressoes.

Agora fica evidente a suprema importancia do algarismo zero. Ele serve pra demarcar uma poténcia de
dez, isto é, uma “casa decimal”. Se o ntimero que desejamos escrever nao é composto de qualquer centena, mas
é composto de alguns milhares, entao escrevemos “0” quando desejamos informar a quantidade de centenas
e, assim, o algarismo que escrevermos a esquerda do zero expressa a quantidade de milhares.

Com essas ideias, al-Khowarism1 nos ensina a raciocinar sobre nimeros enormes por via de considerar
apenas cada uma de suas partes, ou seja, cada um de seus algarismos. Podemos raciocionar sobre trilhoes
como se algumas unidades fossem. A aritmética de al-Khowarismi, portanto, é provavelmente a mais en-
fatica ilustragéo cientifica de modularizagao e analise. (“Enfatica” porque as aplicagbes sdo absolutamente



pervasivas.) Por exemplo, pra somar dois nimeros, fazemos a soma em cada algarismo correspondente, ou
seja, unidade com unidade, dezena com dezena, centena com centena e assim sucessivamente, como ilustra
a Figura 1 (na pagina 2).

1234
+ 4321

5555

Figura 1: Como computar uma soma segundo al-Khowarismi. Com quatro algarismos, operamos quatro
somas, algarismo a algarismo.

Subtracao é um caso levemente mais complicado. Subtrair significa computar a distdncia entre dois
nimeros. Se desejamos 49 menos 17, temos um caso facil porque o algarismo 7 é menor que o algarismo 9 e
o algarismo 1 é menor que o algarismo 4. Assim obtemos a distancia 2 entre 7 e 9 bem como a distancia 3
entre 1 e 4, logo 49 — 17 = 32. O caso mais complicado é quando o subtraendo nédo é menor que o minuendo,
que é o que ocorre em 37 — 19, ilustrado pela Figura 2.

37 20 + 17
- 19 equivalente a - 10 -9
18 10 + 8

Figura 2: Subtracdo segundo al-Khowarismi. Se o algarismo do subtraendo é maior que o algarismo do
minuendo, use o sistema de al-Khowarism1 e transfira um poténcia de dez para simplificar o trabalho. Basta
a transferéncia de uma tnica poténcia de dez. A subtracio desenhada a esquerda desta figura é equivalente as
duas subtracdes e soma desenhadas na direita. O ntimero 37 é substituido por 20 + 17, sendo que subtraimos
9 de 17 e depois 10 de 20. Por fim, somamos as subtragoes, obtendo 10 + 8 = 18.

Como é frequente no trabalho matemaético, a subtragao é reescrita de forma que o trabalho seja facilitado
no sentido de que cada tarefa preliminar seja mais simples que o problema original, embora sob a pena de
que o problema original sera resolvido com um maior nimero de passos.

Vejamos agora a multiplicagao segundo al-Khowarismi. Para multiplicar 322 por 27, usaremos a dis-
tribuicao da multiplicacao sobre uma soma. Em outras palavras, como 322 x 27 = 322 x 20 4 322 x 7,
computaremos cada problema em separado e somaremos o resultado, como ilustra a Figura 3. Os algarismos
644 representam o niamero 6440 = 322 x 20, mas tipicamente omiti-se o zero ja que 322 x 20 = 322 x 2 x 10
e multiplicagao por dez é trivial.

Figura 3: Como computar um produto segundo al-Khowarismi. Dado que 322 vezes 27 é o mesmo que 322
vezes 7 mais 322 vezes 2 vezes 10, podemos modularizar a computagdo de um produto por via de uma série
de somas.

Como exercicio, considere computar a multiplicacdo entre 123456789 e 987654321. E um trabalho perfei-
tamente executével com a ajuda de al-Khowarismi, apesar de trabalhoso. A Figura 4 ilustra o que acontece.
Os fatores tém nove algarismos cada um, o que nos gera uma soma envolvendo nove termos, cada um de-
les com nove algarismos — sugerindo um crescimento quadratico do volume de trabalho da multiplicagao



convencional, isto é, da multiplicacao de al-Khowarisma.

(*) A multiplicag8o de 123456789 por 987654321

123456789
x 987654321
123456789
246913578
370370367
+ 493827156
617283945
740740734
864197523
1987654312
1111111101
001221433341222100 transferéncias

121932631112635269

Figura 4: A multiplicagdo entre 123456789 por 987654321 segundo al-Khowarismi. Dedicamos esta conta a
Leonardo Pisano. Obrigado, Fibonacci!

Pra tornar tolerével o trabalho ilustrado pela Figura 4, é preciso auxiliar a meméria humana. Usamos
uma linha de transferéncias onde anotamos as transferéncias entre casas decimais. Por exemplo, na segunda
casa decimal temos a soma de 8 4+ 8 = 16; anotamos o algarismo 6 em seu lugar no produto final e escrevemos
o algarismo 1 na linha das transferéncias, indicando assim que a soma da casa decimal anterior resultou-se
em 16. Em outras palavras, toda a informagao necesséria pra se continuar o trabalho esta no papel. Sendo
assim, podemos trabalhar com nimeros de quaisquer tamanhos porque podemos interromper a operagao
depois de um dia de trabalho e continuar no dia seguinte depois de um merecido descanso.

A divisao entre inteiros segundo al-Khowarismi é reduzida a um problema de multiplicagdo e subtracao.
A Figura 5 (na pagina 4) ilustra o algoritmo chamado divisdo longa. Similar & estratégia exibida pela
multiplicacao longa da Figura 4, queremos uma estratégia que exponha no papel toda a informacao necesséaria
para a execugao da operagao em miultiplas etapas, ja que os niimeros nao sao mindsculos. Os simbolos x que
marcamos no topo do dividendo representam os algarismos do dividendo que ja operamos na divisao. Por
exemplo, se estivéssemos no momento que em calculamos apenas o primeiro algarismo do quociente — que é
1 —, terfamos marcado um x s6 nos algarismos 123456, indicando que ainda consideraremos os algarismos
789123456789 ao longo da computagao do algoritmo.

Por que se chama divisao longa? Pra ser distinguida com divisao curta. Na divisdo longa, escrevemos
a multiplicagao parcial do quociente pelo divisor logo abaixo do dividendo parcial; em seguida, efetuamos
a subtracao. Na divisao curta, omitimos a subtragao tal que escrevemos abaixo do dividendo apenas o
resultado da subtragdo, tornando a verificagdo do trabalho mais dificil. Também exibida pela Figura 5 (na
pagina 4), desenhamos uma seta indicando o produto do algarismo corrente do quociente (corrente durante
a execucdo do algoritmo) que deu origem ao minuendo. Assim, o quociente escrito abaixo do divisor poderia
ser omitido da Figura 5 (na péagina 4).

Estudemos agora a divisdo entre 322 e 37. A tabuada (Figura 8 na pagina 6) revela imediatamente
que o primeiro algarismo do quociente é 8. O resto de 26 < 37 revela que terminamos. Desejando a parte
fracionada da expansao decimal da divisao, continuamos. O zero que justamos ao 26 representa o fato de
que multiplicamos o resto 26 por 10. Por causa disso, precisaremos corrigir o quociente por via de uma
divisao por 10 — o que é feito imediatamente com a adicdo do ponto decimal. Encontramos o algarismo
7 e como resto obtemos 1 < 37. Justapomos entao um zero ao algarismo 1, obtendo o dividendo 10 < 37,
revelando o algarismo zero da parte fracionada. Adicionamos entdo novo zero, produzindo o algarismo 2 na
parte fracionada. Computando-se o resto, obtemos 26 novamente, revelando a dizima periédica. O termo
“dizima” significa a décima parte de alguma coisa, mas no contexto em que estamos significa uma quantidade



(%) A divis8o de 123456789123456789 por 123123

XXXXXXXXXXXXXXXXXX
123456789123456789 / 123123
-123123 -—> 1 1002711021689

333789
-246246 --> 2
875431
-861861 - —> 7
135702
-123123 -—> 1
125793
-123123 --> 1

267045
-246246 --> 2
207996
-123123 --> 1
848737
-738738 --> 6
1099998
-984984 --> 8
1150149
-1108107 --> 9

42042 --> resto

Figura 5: A multiplicagdo entre 123456789 por 987654321 segundo al-Khowarismi. O quociente é
1002711021689 e o resto, 42042. Se tivéssemos interromido o algoritmo em qualquer momento, teriamos
no papel tudo que precisamos pra continua-lo. Por falta de espago, exibimos a tabuada de 123123 na Fi-
gura 6, que deve ser pré-computada pra que evitemos a busca na escolha de algarismos do quociente.

menor que 1. O termo “periodica” é evidenciado pelo fato de que temos um ciclo, o que representamos pelos
colchetes — ou seja, 322 + 37 = 8.702[702] = 8.[702]. A justificativa para esse sistema de computagio em



(*x) A tabela de multiplicagdo por 123123

| 1| 2 | 3| 4 | 5 | 6 | 71 8 | 9 |
| —————- +o———— o +o———— R o +- + + -
1231231246246 |369369|492492|615615|738738|861861 9849841108107 |

Figura 6: Uma base de dados 1til a divisdo por 123123. Sem ela, precisariamos buscar cada algarismo do
quociente a cada etapa, correndo o risco de fazer escolhas incorretas, acarretando em mais perda de tempo
¢ momento.

(*) A verificag8o do quociente de 123456789123456789 / 123123

1002711021689
x 123123
3008133065067
2005422043378
+ 1002711021689
3008133065067
2005422043378
1002711021689
000110111222321100 transferéncias
123456789123414747
+ 42042 resto

123456789123456789

Figura 7: A verificacdo da divisdo de 123456789123456789 por 123123.

papel é
322 o 2
37 37
g 201
N 37 10
1 1
1 1 1
1 100 1 1
_8+7'10+<37'100>'10
1 2 1 1
= . 2. 4+ . ).
8+0.7+( 100 T 37 100) 10
26 1
= . 0024 = . —
84 0.7+0.002+ = - oo
1
= . 002 4 0.702 - ——
8+ 0.7+0.002 +0.702 - -

=8+ 0.702 + 0.000702 + - - -



(¥) A divis8o de 322 por 37

322 /37
-296 --> 8.[702]

260 --> ponto decimal

-259 --> 7
10 -=-=> 0
-0
100 --> 2
-74

260 --> dizima periddica

(¥) A tabuada de 37

Figura 8: A divisdo de 322 por 37.

1.2 A aritmética dos nlimeros racionais

Uma fragao é uma espécie de nimero inteiro com uma unidade de medida diferente da unidade universal. A
“unidade universal” a que nos referimos é o niumero 1. Por exemplo, o numeral 2 representa duas unidades
universais. Suponha que desejamos trabalhar com uma unidade diferente — por exemplo, seja nossa unidade
a metade da unidade universal. Entao duas da nossa nova unidade faz uma unidade universal. Se tenho 7
unidades da nossa nova unidade e quero somé-la com mais 7 unidades da nossa nova unidade, entao tenho
7 unidades da unidade universal. Em outras palavras, existe uma clara conversao possivel entre unidades
desde que todas sejam definidas em funcao da unidade universal.

O fato
a ¢ ab

b d e
decorre de defini¢do matematica [3, capitulo 1, secdo 3, pagina 5]. O que fazemos a seguir é motivar essa
definicdo, mostrando que ela pode ser vista como natural — pra alguma definicdo de “natural”.
Definamos, por exemplo, que 1/4 represente o inverso multiplicativo do natural 4, ou seja, inv(4) = 1/4
é o nimero x que soluciona a equagdo 4r = r+x+ 2+ x = 1, 0o que é o mesmo que dizer que se agruparmos
quatro partes dessa parte chamada 1/4, obtemos a unidade universal inteira. Decorre imediatamente dai
que o inverso multiplicativo de 1/4 é inv(1/4) = 4. Assim temos

4 x inv(4) =inv(4) x 4 =1,
assumindo que multiplicagao é comutativa.

Notagado. Adotamos a convencdo de nao precisar escrever o simbolo da multiplicacdo, que é o simbolo X,
sempre que estiver claro que a justaposicao de simbolos expressa o produto entre dois ou mais termos.

Assim, podemos deduzir

4inv(4)
(4inv(4))(4inv(4))
16(inv(4))?

1
1
L,



e logo inv?(4) é o inverso multiplicativo de 16, que é o mesmo que dizer (1/4)% = (1/4)(1/4) = 1/16, ja que
1/4 & s6 uma segunda notagao para inv(4).

Estendemos a defini¢do pra que 5/4, por exemplo, seja uma forma de escrever cinco vezes o inverso
multiplicativo de quatro, o que é o mesmo que tomar cinco unidades universais e dividi-las em quatro partes
iguais. Fica determinado assim o significado de se tomar um nimero natural m e multiplica-lo pelo inverso
multiplicativo de um ntmero natural n. Em simbolos, a definigao determina o significado de

. 1
minv(n) =m x —.
n

Agora perguntamos — quanto é 5/4 x 7/3?

Por definigdo, 5/4 ¢ a soma de cinco pecas de tamanho 1/4, ou seja, 5 x (1/4). Similarmente, 7/3 =
7 x (1/3). Usemos uma barra de sabao como ilustragdo da unidade universal. Repartindo a barra em trés
partes iguais, qualquer uma delas é representada pelo numeral 1/3. Se partirmos cada um desses 1/3 em
quatro partes iguais, teremos um total de 44444 = 12 partes novas, menores que as anteriores — o tamanho
exato delas é 1/12 porque com 12 delas obtemos a barra de sabao inteira. Observamos que 1/3, expresso
por essas partes novas menores, exige quatro delas, ou seja, 1/3 =1/1241/12+1/12+1/12. Similarmente,
repartimos as partes de tamanho 1/4 em trés partes, obtendo uma novo pedago da barra de sabao que vem
a ser também de tamanho 1/12. Logo, (1/4) =1/12+1/12+ 1/12. Assim, computamos

5 7 1 1
1 §_5XZX7X§
1 1
=5XT7TX=X=
X ><4><3
35><3><i><4><i
N 12
1 1
_35X3X4Xﬁxﬁ
:420><i><i
12 12

=420 x inv(12) x inv(12)
=420 x inv?(12) = 420 x inv(12?) = 420 x inv(144)

1

=420 x —
0x 11

_ 420

T 144

_35

1

como desejado.
Com a multiplicagao definida, a divisao de fragoes é reduzida & multiplicagdo. Em simbolos, definimos
que
a/b ad
c/d  bc’
o que é natural, visto que inv(c/d) = d/c.

Agora perguntamos — quanto é 3/4 + 7/6? Com unidades diferentes, ndo podemos somar. Mas 3/4 =
18/24 € 7/6 = 28/24, logo 3/4 + 7/6 = 46/24. Subtracao é similar. Isso mostra que a aritmética de fragoes
nao é diferente da aritmética de inteiros. Quando colocamos as fracoes em unidades equivalentes, podemos
operara-las como se inteiros fossem.

1.3 A aritmética dos niimeros irracionais

Os numeros irracionais sao de dificil aritmética. A matemética nunca conseguiu oferecer uma linguagem
expressiva o suficiente pra manipular os ntmeros irracionais respeitando a tradigao matematica em que
computagoes sao executadas por via da escrita em funcao de uma linguagem composta por um conjunto



finito de simbolos. O ntmero /2, por exemplo, é um caso feliz no sentido de que usamos os simbolos
v/ € 2 como forma de expressid-lo. Em outras palavras, apesar dos simbolos 0-9 nao serem suficientes
para escrever /2 de forma finita, como a tradicio matematica efetivamente normatiza, conseguimos um
resultado satisfatorio ao introduzir “novos verbos” em nossa linguagem — como “y/”. E, alias, por isso que
os matematicos definem que v/2 é um namero algébrico: pode ser expresso por uma linguagem algébrica.
Outros irracionais como e ou w sdo chamados de transcendentais porque transcendem a linguagem algébrica
usual, ou seja, cada um deles precisaria de um novo simbolo. E notorio, entretanto, que os trancendentais
sdo vastamente mais abundantes na linha real (pra alguma definicdo de “abundantes”) que os algébricos.
(Matematicos costumam dizer “quase todos os nimeros da linha real sdo transcendentais”, sendo “quase
todos” um termo definido na Teoria da Medida.) Portanto, ndo ter uma linguagem com a qual escrever esses
numeros significa que a vasta maior parte dos niumeros escapa a nosso poder de expressao, ou seja, nossos
sistemas operam um conjunto infimo de nimeros. Em 1936-1937, por exemplo, Alan Turing surpreende o
mundo com a descoberta dos nimeros nao-computaveis, nimeros transcendentais cujos algarismos jamais
poderiam ser obtidos por um programa de computador. A relevincia do fato é que programa de computador
é apenas uma realizacao da expressibilidade dos nossos sistemas de calculo. Logo, a limitagao se aplica a
nbés — porque os computadores sao apenas uma realizagao do nossos sistemas de raciocinio. Temos ntimeros
“demais” na linha real no sentido de que nao temos (e ndo teremos) uma linguagem expressiva o suficiente
pra alcangé-los, o que nos leva a questionar nossa concepgao intelectual de “ntimero” — problema dificil.

1.4 O teorema fundamental da aritmética

Decorre do lema de Euclides. Essa é maior evidéncia de que Euclides ja conhecia o teorema fundamental.
Ele provavelmente nao o escreveu como Gauss o fez em 1801 porque ele nao tinha linguagem suficiente pra
isso, mas devia ter uma clara nogao de que a teoria dos nimeros estaria implicada em seu lema.

Axioma (da boa ordem). Todo subconjunto nao-vazio dos nlimeros naturais possui um elemento minimo.
Lema (de Euclides). Se p é um primo que divide ab, entdo p divide a ou p divide b.

Teorema (fundamental da aritmética). Qualquer niimero natural é expresso unicamente por um produto
de nimeros primos exceto pela ordem desses fatores.

Demonstrag¢do. Primeiro provamos a expressdo por primos. Sé depois nos preocupamos em mostrar que é
unica. Seja F o conjunto de todos os naturais que ndo podem ser expressos por um produto de primos.
(E é o conjunto dos naturais estranhos.) Pelo axioma da boa ordem, existe um natural minimo m em E.
Esse m nao é primo: se fosse, nao estaria em E. Mas se m é composto, entdo m = mimg e 1 < my < m
e 1 < mg < m, implicando que nem m; nem moy estdo em FE. Se nao estdo em FE, entdo eles podem ser
expressos por um produto de primos, implicando que m também pode. Logo, m € E é uma contradicao.

A parte dificil do teorema é provar que sdo tnicos. E dificil porque a escrita dela é dificil, mas nao ¢
dificil compreender o que acontece nela.

Queremos mostrar que a fatoracio é tinica no sentido especificado pelo teorema. Assuma que existam
naturais que possuam pelo menos duas fatoragoes primas distintas. Seja F (de “estranhos”) o conjunto
composto por esses naturais. Entdo E possui um menor elemento, chame-o de m. Pela definicdo de E, o
nimero m pode ser escrito como

e e d d
pll...pTT :f'fn:qll...qss7

sendo p;, g; primos tal que tenhamos acima duas formas distintas de escrever m.

Comentario. Observe que podemos escrever a equagao acima sem poténcias — por exemplo, se e; = 3,
podemos escrever p1p;p; em vez de p3, mas af o segundo p; deve ser escrito com indice 2, j& que é o segundo
a aparecer e, logo, p} é escrito como p;paps, sendo certo neste exemplo que p; = pa = p3. Assim obtemos

pip2 - Pr =M = Q142" (s

Comentario. Note que r pode ser igual a s ou diferente — isto é, nada se afirma sobre a quantidade de
fatores de m nessas duas fatoragoes.



Agora observe que p; é um primo que divide m. Portanto, p; tem que dividir o lado direito da equagéo
também, implicando que p; divide tanto m quanto a fatoragdo prima do lado direito — ou seja, acabamos
de satisfazer as condi¢bes do Lema de Euclides.

Comentéario. Veja por qué. Escreva o Lema de Euclides na sua forma tipica. Se p divide ab e p ndo divide
a, entdo p divide b. Seja m o produto ab. (Basta pegar qualquer uma das fatoragoes de m e escrevé-la como
apenas dois fatores a, b de forma que o fator a ndo contenha o primo p.) Entdo p ndo divide a, mas vai ter
que dividir b e b é composto de primos ¢;. Portanto, p tem que dividir algum primo ¢;, que é a dedugao que
fazemos em seguida.

Logo, Euclides garante que p; divide algum ¢;, implicando que p; = ¢; pra algum ¢ satisfazendo 1 < i < s.

Comentario. Podemos tranquilamente assumir que ¢ = 1. Basta pegar o primo g; e escrevé-lo primeiro na
fatoragao-q de m.

Logo, p; aparece em ambas fatoragoes primas de m, o que nos permite canceld-lo em ambas, obtendo

m
— =P2.-.-Pr =(q2...4s
b1
implicando, assim, que m/p; tem duas fatoragoes primas distintas e, logo, m/p; pertence ao conjunto E. Mas
m/py é certamente menor que m, violando o fato de que m é o menor elemento de E. Entdo E ndo possui
um menor elemento e, portanto, tem que estar vazio. Logo, a fatoragdo de m é tnica, como desejado. O

1.5 A versao inversa do teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras afirma que se um tridngulo tem um angulo de noventa graus, entao seus lados
satisfazem ¢ = a? + b2, sendo ¢ a hipotenusa. O converso do teorema de Pitidgoras afirma que se os lados
de um triangulo qualquer satisfizerem ¢? = a? + b?, ent@o o triangulo possui um angulo de noventa graus.
Infelizmente, o converso do teorema também é chamado no Brasil e em Portugal de “o reciproco do Teorema
de Pitagoras”. O problema é que existe um terceiro teorema chamado “the reciprocal Pythagorean theorem”
que relaciona a altura h de um triangulo retangulo relativo ao angulo reto, afirmando que

1 1 1

[ERRPCRTE

A tradugdo (para portugués) do livro “Calculus” de James Stewart, feita pela Cengage Learning em
2009, que é uma traducao da sexta edigao norte-americana, traduz “converse of the Pythagorean” para “a
reciproca do teorema de Pitagoras” [6, problema 12, apéndice B, pagina Al4], o que me fez inicialmente
achar que se tratava do “the reciprocal Pythagorean theorem”. Felizmente, o mundo anglofénico também
chama o reciprocal Pythagorean theorem de inverse Pythagorean theorem, o que traduzo — a partir de agora
— para o “inverso do teorema de Pitagoras”, evitando assim uma tremenda confusao.

O inverso do teorema de Pitégoras relaciona o inverso multiplicativo do quadrado de cada cateto com a
altura uma altura do tridngulo. Pra conhecé-lo, precisamos desenhar um tridngulo para nomear seus lados
e escrever o teorema. Desenhe um tridngulo com lados a,b,c de forma que c¢ seja a hipotenusa e a,b os
catetos. Trace a altura do tridngulo relativa ao angulo reto e chame-a de d, ou seja, trace um segmento de
reta perpendicular & hipotenusa a partir do angulo reto. Agora olhe para o tridngulo de duas perspectivas
diferentes: na perspectiva (1), tome o segmento d como a altura do tridngulo e, assim, sua area é cd/2, ja
que ¢ é a base; na perspectiva (2), tome b como a altura do tridngulo e, assim, sua area é ab/2. As duas
perspectivas dizem a area de um mesmo tridngulo, logo ¢d/2 = ab/2, que implica cd = ab.

O teorema de Pitdgoras afirma que ¢? = a?+b?, o que implica 1/b?>+1/a? = c?(a?b?). Mas como inferimos
acima que ab = cd, entdo a?b? = c*d®. Logo, 1/b> + 1/a® = c?(c?d?) = 1/d?, que é a afirmacao do teorema.
Em palavras, a soma dos inversos (multiplicativos) do quadrado dos catetos é o inverso (multiplicativo) do
quadrado da altura d.

Eis uma versao trigonométrica da obtengao da reciproca do teorema de Pitadgoras. Seja x o dngulo entre
a e c. Entdo senx = d/a e a = d/senz. Como uma segunda perspectiva, senx = b/c e b = csenx. Agora

dcsen x
ab= —— = cd,
sen x



como desejado.

Exercicio. Um tridngulo retangulo tem catetos y e 4, hipotenusa h e altura a perpendicular & hipotenusa.
Expresse a altura com respeito a h. Solugio. O inverso do teorema de Pitagoras nos da 1/a? = 1/y? +1/16.
O teorema de Pit4dgoras nos da h? = y? + 16, logo y = vh% — 16. Assim,

_16+y°
a2 16y
a2 = 16y

16 + y2
4y

V16 + y?
4V =16
iz

como desejado.

Exercicio. Um tridngulo retangulo tem uma altura de 12 cm relativa ao angulo reto, ou seja, a altura
de 12 cm é perpendicular a hipotenusa. Expresse o tamanho da hipotensua com respeito ao perimetro do
triangulo.

O perimetro P = a = b+ ¢, sendo ¢ a hipotenusa. Entao ¢ = P — a — b. Queremos eliminar a e b. A
versdo inversa do teorema de Pitdgoras nos dd 1/12% = 1/a® + 1/b%. E agora?

1.6 Fatoracao et cetera

Descrevemos aqui uma série de fatos que usaremos intimeras vezes.

1.6.1 Fatoracao de poliné6mios quadraticos por completar o quadrado

Uma técnica pra se fatorar um polindomio quadrético é completar o quadrado. Alguns polinémios sao qua-
drados perfeitos. Por exemplo, 22 + 2z + 1 = (z + 1)2. Logo, sao fatoraveis por “produtos notéveis”, como
sao tipicamente chamados. Outros nao sao perfeitos como

9 7 3

p(t) =t + 2t+ 0%
mas podemos adicionar uma constante a eles que os torna produtos notéveis. A ideia é a seguinte. O
termo t? é claramente um quadrado de lado t. Se vocé estender um retangulo pra cima e outro pra direita
do quadrado ¢, vocé obtera dois retdngulos em que um lado tem tamanho ¢. O outro lado precisa ser um
namero em que a area ocupada pelos retangulos resultem em 7/2t. Esse nimero é a metade de 7/2. Assim
temos t2 + 7/at, que ainda ndo é um quadrado perfeito porque esta faltando a area de um quadrado de lado

49/16, que é o quadrado da metade de 7/2. Dai terminamos com

P 2
2" 16 4)

Como o polinémio original possui o termo 3/2, precisamos adiciond-lo ao quadrado e também subtrair o
termo %6 que adicionamos. Assim obtemos a igualdade

24 ligd o (t)= . 2+§—£
o' T TPU= 1 2716

como desejado.
Podemos obter a formula da equacao quadratica assim. Eis como fazer. Queremos solucionar az?+br-+c =
0. O primeiro passo é transformar essa parabola num polindmio ménico, obtendo

b
x2+fa:—|—E:O.
a a
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Agora observe que o termo 22, por si 86, ja é um quadrado perfeito. Metade do termo linear é b/2a vezes z,
o0 que representa a area de um retangulo de altura x e comprimento b/2a. Colocando esses dois retangulos,
respectivamente, acima e ao lado direito do quadradinho 2, obtemos as areas x2? + (b/a)x. Pra completar
esse quadrado, fica faltando adicionar (b/2a)?. O lado desse quadrado é, portanto, x + b/2a, o que nos da a
identidade

Assim, podemos resolver a equacao por computar
b c
P+ -x+-=0
a a
5 b b2 c b2

YTt T 1

b b2 c
I
x+2a 4a2 a
b? — dac
I
x+2a 4a?

2a 2a
b Vb2 — 4dac
g = £ YO T HAC
2a 2a
. b+ Vb2 — dac

2a

obtendo assim a expressao usual da féormula da equagao quadratica.

1.6.2 Fatoracado de polindmios quadraticos com coeficiente lider

Precisaremos calcular nimeros como )
m_ =9

212 + Tt + 3
Sera preciso fatorar numerador e denominador ai. O numerador é uma diferenca entre dois quadrados em
que se tem o produto dos conjugados (¢t + 3)(t — 3). O denominador ¢ menos claro. Quando se tem uma
constante no coeficiente lider, pode-se procurar por uma fatoracdo da forma (2t 4+ a)(¢ + b). Observe que o
problema é o mesmo que fatorar um polindmio quadratico ménico, que é um polinémio de coeficiente lider
igual a 1.

Em mais detalhes, se

li

Lt? + Tt +3 = (Lt + a)(t + b) = Lt* + (Lb + a)t + ab,

entdo, pra encontrarmos uma fatoragdo (se existir), a pista mais relevante é¢ o termo ab. Se, por exemplo,
ab = 3, deduzimos que s6 h& duas possibilidades: a = +1,b = +3 no sentido de que ambos sao positivos
ou ambos negativos. Como 3 é primo, ndo ha outras possibilidades. Queremos ab =3 e (204 a) = 7. Se
tentarmos b = 1, nao conseguimos porque 2b + a vai dar 5. Se tentarmos a = 1, conseguimos: 2b + a =
6 +1=7. Logo, 2t> + 7t +3 = (2t + 1)(t + 3). Em outras palavras, o coeficiente lider maior que 1 nao
chega a modificar o método de fatoragdo — é s6 uma pequena perturbagdo. O maior problema é quando o
termo ab oferece muitas possibilidades. Por exemplo, fosse ab = 24, a coisa se complicaria um pouco mais
porque 24 =1x24=2x 12 =4 x 6 = 8 x 3, sendo que cada produto ai oferece duas possibilidades. Varias
possibilidades a verificar—oito nesse caso.

Depois de considerados os fatores de ab, observe que o sinal de ab revela se os sinais de a, b sao os mesmos
ou se sao diferentes. Se sao diferentes, o sinal de Lb + a entrega o sinal do nimero que é maior dentre a, b.
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Note que o coeficiente Lb + a multiplica o coeficiente lider pelo b, o ntimero pertencente ao termo linear
sem o coeficiente lider. Se, dentre a, b, vocé colocar o maior deles como b, entao o termo Lb+ a serd maior que
La+b, caso em que voceé trocaria a, b de lugar (se vocé compreendeu a mensagem aqui). Fago essa observacao
numa tentativa de ajudar a localizar a posi¢ao dos fatores de ab porque a posi¢ao deles faz diferenga quando
L > 1. Por exemplo, numa fatoragdo como (z — a)(x — b), vocé pode trocar a,b de lugar, mas nao se for
(2z — a)(x — b). Eis um exemplo do que estou dizendo. O polinémio 522 + 24z + 27 nos sugere que as
escolhas pra a, b estdo em {3, 9}, mas é preciso saber se tentamos (5z+3)(z+9) ou (52 +9)(z+3). Devemos
considerar a segunda opgao primeiro ja que 9 x 5 = 45, muito grande pra 24.

1.6.3 Fatoracao de soma e diferenca de cubos

Outros produtos notéaveis sao a soma de cubos e a diferenca de cubos. Por exemplo,

a® + b3 = (a +b)(a® — ab+ b?)
a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?)

Se lembrarmos de um, provavelmente lembramos do outro por inverter os sinais nos lugares certos e fazendo
a expansao pra confirmar o resultado. Se esquecermos de ambos, podemos recupera-los efetuando a divisao
longa de, por exemplo, a® 4 b dividido por a + b:

a”3 + b3 dividido por a + b
a”3 + a"2b a“2 + b2 - ab

Logo, a™3 + b3 = (a + b)(a”2 - ab + b~2).
-a™2 b - ab’2
-a”2 b -ab’2

Se for 1til, observe que quando queremos a soma, o termo linear é uma soma. Quando queremos a diferenca,
o termo linear é uma subtragdo. Se o termo linear é uma soma, o quadratico é uma subtragdo. Se o termo
linear é uma subtracao, o quadratico é uma soma. Os sinais tém que se inverter que é pra ocorrer uma
cancelamento de termos nao cubicos: de outra forma, nao terfamos a identidade.

1.6.4 Fatoracao envolvendo cubos e quadrados

As vezes encontramos mais de uma identidade na mesma expressao. Por exemplo, 2° — 3% = (22)3 — (y?)3.
E uma diferenga de cubos, mas também é uma diferenga de quadrados, afinal

() = (P =28 — 4 = () = (),

isto é, exponenciagao é comutativa — embora nao associativa. Percebendo um caso desses, é preciso ver
qual fatoragao é mais interessante. Tente ambas.

1.6.5 O teorema das raizes racionais

Dado um polinémio de coeficientes inteiros, o teorema garante que qualquer raiz racional p/q reduzida implica
que p é fator do termo constante e que ¢ é fator do coeficiente lider. E possivel, entdo, — fazendo uma busca
por fatores — saber se ha raizes racionais.

Por exemplo, suponha que desejamos pelo maximo local de f(z) = —2% + 722 — 11z + 5. Se houver uma
raiz racional +p/q de f(x), entdo p divide 5 e ¢ divide 1, logo p € {£1,£5}, ¢ = £1, o que nos da candidatos
r € {£1,£5} e assim descobrimos que sao raizes r = 1 e r = 5. Entao (z — 1) fatora f(x). Dividindo f(z)
por (z — 1), obtemos

—x® + 72 — 1z 4+ 5= (v — 1)(—2® + 6z — 5)

12



= —(z—1)(2* — 62 +5)
=—(z -1 —1)(z -5)
=—(z—-1)*(z -5),

o que significa que £ = 1 é uma raiz de multiplicidade 2, o que significa que z = 1 € um minimo local, logo
o maximo local esta entre em (1, 5). Pra descobrir o méaximo local exatamente, precisamos das raizes de
f'(z) = =322 4+ 142 — 11. O fato de x = 1 ser um minimo local revela que z = 1 é raiz de f’(z), o que nos
permite fatorar f’(z). Obtemos

—322 + 142 — 11 = (z — 1)(=3z + 11),

implicando que o méaximo local tem que estar em x = 11/3.

1.6.6 O método de Horner

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum ut, placerat ac, adipiscing
vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero, nonummy eget, consectetuer id, vulputate a,
magna. Donec vehicula augue eu neque. Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada
fames ac turpis egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est, iaculis in, pretium
quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum. Aenean faucibus. Morbi dolor nulla,
malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabitur auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus.
Duis nibh mi, congue eu, accumsan eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim
rutrum.

1.6.7 Manipulacao algébrica por racionalizacao

Para calcular
I v+ h—2
im —

h—0 h ’

podemos multiplicar pelo conjugado do numerador, que é v/4 + h + 2. Obtemos

. V4+h-—-2 . 44+ h—4
lim = lim

= lim ;
h—0 h hv4d+h+2 Vi+h+2
Compreenda a cultura matematica. Por que se chama “racionalizagao”™ Seria talvez por que a operagao
transforma a expressao numa fungao racional? (Qual a definigdo de funcdo racional?) O termo “raciona-
lizagao” poderia se chamar “derradicalizagao” porque o objetivo é remover um radical e nao transformar a
expressao numa funcao racional. Entretanto, as vezes essa “derradicalizacao” ocorre no numerador e as vezes,
no denominador. Muitas vezes o executor da algebra nao explicita exatamente que racionalizacao ele deseja,
assumindo que a audiéncia compreendera.

Trocamos um radical no numerador por um radical no denominador, o que parece lucro nenhum. Obtém-
se o lucro ao perceber que, no exemplo acima, a racionalizagao é claramente desejada no numerador porque
0 objetivo ali é computar um limite, o que nao é possivel quando ambos numerador e denominador se
aproximam de zero. Com a racionalizagao, o limite é trivialmente obtido — 1/4.

Comentario. Quando se racionaliza uma expressao, sempre se obtém uma diferenca de quadrados. Memo-
rizando o fato, ndo precisamos calculé-lo.

1.7 Desigualdades

Precisamos de bastante intimidade com desigualdades. Por que nao podemos multiplicar uma desigualdade
por —17 Porque nao produz verdades: por exemplo, 2 < 3 ndo implica —2 < —3, mas certamente implica
—3 < —2: a relagao se inverte no lado negativo. Multiplicagao por niimeros positivos maiores que um pode
ser feita. Ja4 computar inversos multiplicativos inverte as desigualdades, mas s6 se o inverso for positivo. Por
exemplo, 2 < 3, mas multiplicar essa desigualdade por —1/2 produziria a falsidade —1 > —3/2.
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1.7.1 A desigualdade triangular

Uma desigualdade famosa é a tringular [6, teorema 7, apéndice A, pagina A8]. Se x e y sdo dois nimeros
positivos, entao certamente |z +y| = |z|+|y|. Se ambos forem negativos, também teremos |z +y| = |z|+|y|.
Agora, se os sinais deles se invertem, isso faz com com que x 4 y seja um nimero menor que |x| 4+ |y|. Assim,

2+ | < = + [y,

como desejado.

1.7.2 O uso de desigualdades em limites

Provar limites requer habilidade com desigualdades. Por exemplo, provar que lim4 — 3z/5 = 7 4 medida que
x — —b requer mostrar que |4 —3%¢/5 — 7| < e. Some 4 — 7, fatore o —3, coloque-o em evidéncia fora do valor
absoluto, divida a desigualdade por 3. Abra o valor absoluto em duas desigualdades. Multiplique ambas por
5 e obtenha |z — (—5)| < 5¢/3.

Agora considere provar lim1/x = 1 com 2 — 1. Teremos que nos restringir ao redor de = 1, mas —
sem tomar cuidado — terminaremos indo ao lado negativo do dominio, o que faz a funcao descer sem limite,
prejudicando nossas desigualdades. Por exemplo, restrinja |z — 1| < 1 e observe que a restri¢do implica
0 < z < 2, produzindo 1/2 < 1/z < indefinido. Em outras palavras, a restricdo |z — 1| < 1 é folgada
demais e nos leva ao ponto x = 0 de discontinuidade da fun¢ao. Basta nos restringirmos de forma mais
apertada — um raio de 1/2 resolveria. Mas podemos sempre ser mais conservador usando, por exemplo,
um raio de 1/4. Obteriamos —1/4 < z — 1 < 1/4 implicando 4/5 < 1/x < 4/3, o que nos da a restri¢ao
1/]x| < 4/3. Dai d = min(4/3, 3e/4) servira bem.

Estamos fora de contexto aqui: nem definimos o que é limite e ja estamos falando das dificuldades com
eles. A mensagem é — desenvolva-se com desigualdades porque elas sao fundamentais na anéalise matematica,
especialmente se vocé se interessa por um estudo além-Calculo.

No problema 36 da Segdo 2.3 [5, pagina 96|, precisamos provar que lim1/x = 1/2 com & — 2. Uma
estratégia pra este ¢ muito parecida com a do problema anterior. Restrinja | —2| < 1/4 e obtenha 1/|2z| <
2/7. Dai d = min(2/7, 7e/2) servira bem.

Aproveite o momento e observe a dica do problema 37 [5, pagina 96]. O problema é provar que vz — \/a
com x — a, assumindo a > 0. A dica é que |z — v/a| = | — a|/(v/x + v/a). O problema nao elabora
porque elaborar consome paragrafos e paragrafos, mas a dica pode até ser omitida porque ela é uma simples
manipulacao algébrica. Estamos interessados em mostrar |/x — y/a| < e, mas precisamos de uma conexao
com |x — a|. Racionalize a expressdo \/z — +/a, obtendo (z —a)/(v/z + +/a). O numerador pode ser negativo,
mas sempre que ele for, também sera a expressao \/z — \/a. Essas duas expressoes também sdo sempre
positivas sempre que uma delas for positiva. Entao |/z — v/a| é positiva se e somente se |x — a| também for,
o que nos da a equagao da dica.

Eis uma prova elegante do fato. Seja d = ey/a. Entéao

r—a | |z—a |z — al
’\/5+\/6\/5+\/6‘ Ve “a

Essa prova nos leva a conclustes importantes. A restricdo nao precisa ser simétrica: observe que a prova
acima toma d menor que um fator de e. Devemos ler a prova da direita pra esquerda. E 14 na direita que
esta a assuncdo de que |z — a| < d. Dai manipulagao algébrica nos leva ao lado esquerdo, provando que
|v/z — y/a| < e, como desejado.

Elaboremos a observagao sobre simetria relativa a d. Suponha que digamos que d = 1. Entdo assumimos
que |z —a|l < 1, o que implica —1 < z — a < 1, mas isso ndo nos ajuda porque valores negativos nao
pertencem ao dominio de /x. A definigdo de limite ndo nos obriga a trabalhar com restrigbes simétricas
como —1 < z —a < 1. Podemos tranquilamente restringir a/2 < |z — a|(a + 1)/2, que nao é simétrica — o
raio direito da desigualdade é maior que o raio esquerdo. Essa restrigao nos garante que

VE vl =

1 1
VE-va " a3 - Ja
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o que eventualmente nos daria |\/z — \/a| < e, usando-se a dica do problema. Mas observe que essa solucao
é muito menos elegante que a primeira. Essa prova bem arrumadinha, lida da direita pra esquerda, é sempre
importante & educagao matemaética porque bagunca faz tudo mais dificil de entender. Se a solucao elegante
é dificil de ler, entao devemos estudar cada detalhe dela e aos poucos vé-la como natural porque essa préatica
facilita a analise (ao invés de complica-la).

Exercicio. Prove que lim v/9 — z = 0 com x — 9 pela esquerda. Agora a auséncia de simetria no intervalo
delta é solicitada pelo problema. Queremos assumir 9 — d < = < 9 e mostrar que |v/9 — x| < e, ou seja,
|v/9 — 2| < e implica 0 < V9 — x < e, que implica 0 < 9 — 2 < e*, que implica —e* < 2 — 9 < 0, que implica
—e* +9 < 2 < 9. Tomando-se d = e*, assumimos 9 — e* < z < 9 de forma assimétrica: estamos provando
um limite pela esquerda. Manipulagdo algébrica nos leva a [v/9 — 2 — 0] < e, como desejado.

Exercicio. Prove limz® = 8 com x — 2. Fatore 2° — 8 em (x — 2)(z% + 2z + 4). Se ndo lembramos da
diferenca de cubos, observe que desejamos por |z — 2| como algum fator, entdo fazemos a divisdo longa.
Agora precisamos colocar uma restricio em 2 4+ 2z + 4 com uma conexdo com |z — 2|. Se completarmos o
quadrado, obteremos 2% +2x +4 = (x+1)2+4—1 e 2+ 1 tem uma clara conexdo com x — 2. Restringindo
|z — 2| < 1, obtemos 2 < x + 1 < 4, implicando 4 < (z + 1)? < 16, o que nos leva a 2% + 2z + 4 < 19. Dai
d = min(1, e/19) servird bem.

Exercicio. Qual é o maior delta para limz? = 9 com z — 3?7 Queremos o maior delta tal que |22 — 9| < e,
o que implica |z — 3| < v/9+ e — 3. Entao o maior delta é v/9 + e — 3. Por que ndo hé maior delta possivel?
Experimente. Tome e = 7 e obtenha d = v/16 — 3 = 1, que é um delta que serve bem ao propésito de
provar o limite usando e = 7. Experimentemos, entretanto, provar o limite com d =2 e e = 7 — obteremos
|72 — 9] < 16, sendo que 16 estd a nove unidades acima de 7 = e. Experimente d = 1.1 pra e = 7 e obteremos
|22 — 9] < 7.80, o que estd 0.80 acima de onde deveria, ilustrando que d = 1 é o maior delta possivel pra
e="1.

1.8 Como descrever uma elipse

Uma elipse é uma generalizagdo de um circulo. A férmula geral de uma elipse é

Quanto maior é a?, mais larga (horizontalmente) fica a elipse: a velocidade de varredura do eixo x é atrasada

em fungao do fato 1/a?. Similarmente, quanto maior é b?, mais alta (verticalmente) fica a elipse.
Quando a elipse intercepta o eixo x em (1/9)2%+y? = 1?7 Coloque y = 0, obtendo (1/9)2? = 1, implicando
x = £3. Onde ela intercepta o eixo y? Coloque xz = 0, obtendo y = +1.

Exercicio. Descreva o grafico da equagio 922 416y? = 144. Solucio. Note que 144 = 122 = (4x3)? = 16x9.
Logo, a equacdo é equivalente a (1/16)x2 + (1/9)y? = 1. O grafico é uma elipse que intercepta o eixo x em
+4 e intercepta o eixo y em =£3.

1.9 Trigonometria

E assunto dificil. Uma parte do problema ¢é o fato de que as nogoes trigonométricas sao transcendentais, ou
seja, “a maquinaria” das fun¢oes trigonométricas nao sdo algébricas: sao séries infinitas. Assim nos limitamos
a calcular manualmente apenas uma quantidade mediocre de exemplos faceis. Outra parte é a dificuldade
de se obter resultados preliminares. Por exemplo, afirmar que o &ngulo central de um setor do circulo é
proporcional ao arco requer calcular o comprimento do arco ou a area do setor, o que nao é facil de ser feito
sem ferramentas poderosas, como o teorema fundamental de Calculo.

1.9.1 Como construir a tabela de angulos

Os angulos populares séo 0, 30, 45, 90, 120, 135, 150, 180, 270, 360 graus, ou seja, 0, T/6, T/4, 7 /3, 7 /2, 27 /3,
37/, 57 /6, , 37 /2, 2. As razoes trigonométricas desses angulos sao todas obtidas a partir de dois tridngulos.
Vamos calculé-los. E 6bvio que o seno de 0 é zero e que o cosseno de zero é 1. Passemos a 30.
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O primeiro tridngulo importante é o equilatero de lado 1. Ele tem trés dngulos internos de 60 graus, o
que é 7/3. Se bisectarmos um desses angulos, obteremos dois angulos de 7/6. A bisec¢ao divide o lado oposto
em duas partes iguais de tamanho 1/2. Logo, a altura do triangulo satisfaz 12 = 1/4 + h2, sendo h a altura.
Dai h = v3/2, implicando sen7/6 = 1/2 e sen™/3 = v3/2.

O segundo tridngulo retangulo importante é o isosceles de catetos com comprimento 1. A hipotenusa
entdo tem tamanho /2. Os angulos agudos entdo tém tamanhos iguais e somam 7/2, logo cada um deles
tem tamanho 7/1. Dai sen7/4 = 1/v/53.

Resta nos agora os angulos obtusos!, isto ¢, os maiores que 7/2. Acontece que o seno de 27/3, angulo que
é 120 graus, tem a mesma magnitude que o seno de 7/3, ou seja, |sen 27/3| = sen /3. Logo, basta saber qual
é sinal do seno de —27/3 pra deduzirmos sen 27/3. Os sinais podem ser observados olhando-se os graficos das
fungoes seno e cosseno. Stewart nos conta que a frase “ All Students Take Calculus’ nos ajuda a lembrar em
que quadrantes as fungoes trigonométricas sao positivas. No primeiro quadrante, todas sao. No segundo,
s6 Seno. No terceiro, s6 Tangente. No quarto, s6 Cosseno. Como 27/3 esta no segundo quadrante, entdo
seu sinal é positivo, logo sen27/3 = v3/2. Similarmente, obtemos sen37/s = 1/y/2, sen57/6 = 1/2, senw = 0,

sen37/2 = —1, sen 2w = 0. Assim construimos a Tabela 1.

graus | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 135 | 150 | 180 | 270
rad | 0 | x/6 | w/4 | 7/3 | n/2] 2x/3 | 3w/4 | 5m/6 | « | 3w/2
sin | 0 o | 1/va | V32| 1 V3/2 1/v2 1/2 0 -1
cos | 1 | v32 |1z | 1)f2 0 =1 | =12 | —v3/2 | —1 0
tg| 0 [Yv3]| 1 V3 |ind | —V3 | -1 | =13 | 0 | ind
csc |ind | 2 | V2 |23 ] 1 2/\/3 V2 2 ind | —1
sec | 1 |23 V2| 2 |ind| -2 | —v2 | =2/v3| =1 | ind
ctg |ind | V3 | 1 |1v3|ind | -1/3| -1 | —/3 |ind | ind

Tabela 1: As razoes trigonométricas para os dngulos faceis de calcular. O simbolo “ind” representa a palavra
“indefinido”, quando a razao trigonométrica nao existe.

Definicao. Relativo a um dado angulo, o dngulo de referéncia é o menor angulo agudo que se pode formar
(com o eixo z) e, por definigdo, ele é sempre positivo em [0, 7/2].

Exercicio. Encontre as razdes trigonométricas no plano cartesiano relativo ao dngulo 27/3. O angulo se
encontra no segundo quadrante. Entdo nosso dngulo de referéncia é 7/3. A magnitude do raio pode ser
qualquer uma que desejarmos. Seja 1 o tamanho do raio, que é a hipotenusa do tridngulo que estamos
construindo. Seja 1/2 o tamanho do cateto. Isso nos dé o outro cateto de tamanho v3/2 e, logo, sen 27/3 = v3/2.
Poderiamos ter tomado uma hipotenusa de tamanho de 2 e um cateto de tamanho 1. Mesmo resultado. As
outras razoes saem por raciocinio similar.

1.9.2 O tamanho de um arco em fung¢ao do angulo

O angulo de um setor do circulo é proporcional ao arco. Podemos encontrar a constante de proporcionalidade
usando tamanhos que ja conhecemos. Se alongarmos o arco até fechar o circulo, obtemos a circurferéncia,
que é 27r. O angulo que fecha o circulo é 27. Logo, se temos um angulo de comprimento 6 radianos, o arco
a satisfaz 9

ar_a implicando a = 0r

2T 0
porque, por hipotese, “[o] &ngulo de um setor do circulo é proporcional ao arco”. Observe que nao provamos
o fato: nao é tao simples como gostariamos que fosse.

Definicdao (de proporcionalidade direta). Uma quantidade cujo crescimento é determinado por M(z) é
diretamente proporcional a uma quantidade cujo crescimento é determinado por m(x) se a razao M(2)/m(x)
é uma constante.

1E certo que sen m/2 = 1. J4 podemos ir aos obtusos.
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Estamos dizendo que o comprimento do arco cresce proporcionalmente ao produto do raio pelo angulo.
No circulo unitério, quando 7 = 1, o arco cresce proporcionalmente ao dngulo. Provar esse fato nao é facil
porque nos exige definir “angulo”; o que nos exige calcular areas ou medir o tamanho do arco, o que s6
conseguimos fazer satisfatoriamente usando o teorema fundamental de Calculo.

Pra haver uma relagao de proporcionalidade entre angulo e arco, é preciso que angulos sejam capazes de
medi¢ao — antes de qualquer coisa. Proporcionalidade é uma relagao numeérica; se nao fossem ntmeros, seria
absurdo falar em relagdo de proporcionalidade. Godfrey Harold Hardy explica [1, capitulo VII, paragrafo 163]
que é tipicamente assumido que existe um ntmero real associado a essas aberturas, que sao os dngulos. Nao
é imediatamente claro como medir dngulos. Stewart, por exemplo, assume que a medida de um angulo é o
tamanho do arco do setor produzido pelo angulo no circulo unitério. (No circulo unitario, r = 1 e, assim,
6 = a.) O problema aqui é que ndo sabemos qual é o tamanho de um arco. Stewart s6 calculara o tamanho
de um arco em aplicagoes de integracao [5, capitulo 9, segdo 9.1, paginas 561-562|. Hardy ja tem as integrais
definidas e as usa pra solucionar o impasse: ele define um angulo como o dobro da drea do setor do circulo
unitario. Um setor tem dois raios. Hardy posiciona um raio na altura y = 0 e o outro é determinado por
uma fungao linear mz. A area do setor é determinada por uma fun¢ao ®(m). Ele determina que

1™ dt
®(m) = -
(m) 2/0 1+

e define que a medida de um angulo é o dobro dessa area. Nos, entretanto, ainda estamos construindo
ferramentas para o inicio do estudo, logo nao podemos dar solugdo alguma por aqui. Mas a situagao
parece complicada para o estudante de trigonometria: pra afirmar que angulos sao proporcionais aos arcos,
precisamos definir a medigao de um angulo e teremos que saber calcular a area de um setor ou o comprimento
do arco.

Definic¢ao (de proporcionalidade inversa). Uma quantidade cujo crescimento é determinado por M (x) é in-
versamente proporcional a uma quantidade cujo crescimento é determinado por m(z) se o produto M (z)m(x)
é uma constante.

1.9.3 Sobre as palavras “seno” e “cosseno”

Parece que a palavra “seno” origina-se em uma ma traducao de grego antigo para a lingua arabe antiga.
Eventualmente apareceu em Latim sob a ortografia de sinus e foi traduzida para o inglés como sine. Devemos
tomar “seno” como primitiva, entdo, ja que ndo ha boas razdes em sua etimologia. Ja “cosseno” vem do fato
de que o o seno do complemento de um angulo é exatamente o cosseno do angulo, ou seja, o “co” de cosseno
vem de “complemento do seno”. Por exemplo, o seno de 30 graus é 1/2. O complemento de 30 graus é 60
graus. Logo, o cosseno de 60 graus é 1/2. Em outras palavras, o cosseno ¢ o complemento do seno, o que é
observavel na Tabela 1.

1.9.4 Sobre a imprecisao de “simplificar”

Considere o problema de “simplificar” cos(tg~!x). O que seria “simplificar”? O que o problema quer é

a resposta 1/v/x2? + 1. Simplificou? Simplificagdo é nogao ambigua. Pra resolver um problema desse,
precisamos inferir a psicologia do autor, o que requer cultura matematica. Grande parte da dificuldade de
se estudar um assunto matematico é nao compreender a cultura.

Exercicio. Reescreva cos(tg™! z) de outra forma. Seja y = tg~! . Entdo tgy = x. Se a tangente de y é z,

entdo o seno de y sobre o cosseno de y é x, ou seja, desenhe o tridngulo com cateto-base 1, cateto-altura x e
hipotenusa v22 4+ 1. (A hipotenusa obtemos pelo Teorema de Pitdgoras.) Marque o dngulo y no tridngulo
entre hipotenusa e altura. Esse angulo y é tg~! 2. Agora calcule o cosseno dele, que é o lado adjacente de
tamanho 1, sobre a hipotenusa, que é V22 + 1. Conclua entao que

1
VaZ 1

cos(y) = cos(tg'z) =

17



1.10 Sobre funcées peridédicas

Todas as fungoes peridédicas podem ser expressas com respeito a uma tnica fungao peridédica. Isso significa
que s6 existe uma fungao periddica que seja realmente primitiva, que pode ser sen ou cos. Por exemplo, um
engenheiro nos contrata pra fazer um modelo pra ele que represente a producao de uma méaquina. Ele nos
conta que modelou ele préprio a producdo da maquina com a funcio 12t — t? usando a assuncdo de que o
ponto t = 0 representa as 6h da manha e que o ponto t = 12 representa as 18h. Um dos problemas que ele
afirma exitir é que seu fendémeno é na verdade ciclico e que seu modelo nao o é. Por exemplo, ele nos pediu
que 6h fosse equivalente as 18h. O pico de produgao da maquina ocorre ao meio-dia, que no modelo ele é no
ponto t = 6. “Ajuste” o modelo desse engenheiro. A palavra “ajuste” é questionével porque o que precisamos
fazer é na verdade substitui-lo completamente por um novo. Como o fenémeno é periodico, entao estamos
falando de uma modela-lo como uma fungao como sent. O seno é zero quando ¢t = 0 e queremos que ele
seja zero quando ¢ = 6. Entao deslocamos o grafico 6 unidades pra direita, ou seja, sen(t — 6). Suponha
que o pico da producgao seja 35 de alguma unidade de producao; entao esticamos o modelo verticalmente
fazendo 35sen(t — 6). Mas lembre-se que o pico ocorre ao meio-dia, entdo precisamos distribuir o ciclo do
seno por 24h pra que o pico possa ocorrer ao meio-dia e o vale ocorra & meia-noite. O ciclo do seno termina
depois de 27 unidades. O que devemos fazer pra espalhar o grafico por um intervalo bem maior que sao 24
unidades? Espalhar é o mesmo que distribuir nesse caso. Por exemplo, se temos 70 garrafas pra distribuir
entre 7 pedreiros, o que queremos fazer é espalhar as garrafas entre os pedreiros, ou seja, distribui-las entre
eles. Sendo assim, vamos pegar o intervalo de 27 e alastra-lo entre 24 intervalos de uma unidade, ou seja,
vamos dividir 27 por 242. Com isso o modelo se torna

2m
35 x sen (24(1% - 6))

e isso encerra o projeto.

Na verdade, facilitei sua vida quando falei que o pico tinha altura 35. Na verdade nao tem. Lembra
que o modelo do engenheiro era 12t — t2. O pico é na verdade o vértice da pardbola. Qual é o vértice? A
parabola é simétrica, portanto o vértice localiza-se no ponto médio entre suas duas raizes, que sao 0 e 12.
Logo, o veértice é (6,12 -6 — 36) = (6,6 x [12 — 6]) = (6, 36). Portanto, o modelo pro engenheiro é de fato

2
36 x sen (24(t - 6)> .

1.11 Identidades trigonométricas

H& uma série de identidades trigonométricas.
A identidade do circulo unitario é obvia—aplicando a definicdo de sen e cos e usando o Teorema de
Pitagoras, obtemos sen? z + cos? 2 = 1. Se divirmos ambos os lados da equacdo por cos? z, obtemos

tg? x4+ 1 = sec? x.

Se, em vez disso, dividirmos por sen? z, obtemos

1+ ctg? z = csc? z.
A funcao sen x é impar e cos z é par, o que significa dizer sen(—z) = —senz e cos(—z) = cosz. O periodo
de ambas é 27. Logo, sen(z + 27) = senx e cos(z + 27) = cosz. Além disso, se empurrarmos o seno m,/2
pra direita, obtemos o cosseno, ou seja, sen(pi/2 — x) = cos(x) e similarmente cos(m/2 — x) = sen(z).
Stewart sugere que todas as identidades que podem aparecer pelo livro podem ser obtidas das formulas
da adi¢ao, que sao

sen(x + y) = sen x cosy + cos x sen y e cos(z + y) = cosx cosy — sen xsen y.

2E interessante a gente olhar a aritmética por diversas perspectivas das palavras. Que palavras representam cada fenémeno
aritmético?
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Por exemplo, colocando x = y nelas, obtemos as férmulas dos dngulos duplos
sen(2x) = 2sen  cos x e cos(2x) = cos? z — sen? .

Antes de computarmos muitas identidades, vamos trabalhar nas mais fundamentais primeiro pra ver se
conseguimos alguma ordem. Pra obtermos essas formulas da adigao, vamos precisar da Lei dos Cossenos e
aproveitamos assim pra incluir a Lei dos Senos também.

A lei dos senos. A lei dos senos é super facil de memorizar porque ela diz que o tamanho dos lados de um
tridngulo sdo proporcionais ao seno de seus respectivos angulos em qualquer tridngulo. Em simbolos,

sena senb senc

a b c
Ela é valida em qualquer tridangulo.
A lei dos cossenos. A lei dos cossenos é uma espécie de Teorema de Pitagoras. Considere qualquer
tridngulo com lados A, B, C. Nomeie os dngulos em letras mintsculas respectivamente. A lei diz que
a®? =b?+ ¢* — 2bccosa
b2 =a®+ ¢ — 2accosa

? =a% +b? — 2abcosa.

As férmulas da adigdo. Usando a lei dos cossenos a gente consegue provar a formula da subtragdo dos
cossenos, o que a gente usa pra provar a formula da soma. Os exercicios abaixo mostram como.

YA
Alcos a, sen a)

c

Bicos 3, sen 3)

0 X

Figura 9: O tridngulo de onde se extrai a férmula da adigao.

Exercicio. Observe o desenho exibido pela Figura 9 (na pagina 19). Use-o pra provar a férmula da subtraciao
cos(a — ) = cos acos 3 + sen asen .

Solucdo. A estratégia é computar c¢? duas vezes, a primeira pela distidncia entre os pontos A e B e a segunda
pela lei dos cossenos. Primeiro note que o dngulo que subtende o lado ¢ é o dngulo o — 3. Agora, executando
a estratégia, obtemos o quadrado da distancia de A pra B como ¢ = (cos a — cos 3)? + (sen o —sen 3)2. Pela
lei dos cossenos, obtemos ¢? = a? + b?> — 2abcos(a — 3). Mas a = b = 1, entdo obtemos

(cosa — cos )2 + (sena — sen )2 = 2 — 2 cos(a — ).
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Dai expanda os quadrados do lado esquerdo e observe que pode-se aplicar cos? z + sen®?z = 1 pra obter a
constante 2 no lado esquerdo. Dai a gente consegue eliminar todas as constantes da expressao e obter

cos(a — ) = cosaccos 8 + sen acsen 3,

como desejado.

Exercicio. Use o exercicio anterior pra provar a férmula da adicdo relativa ao cosseno. Solugdo. Declare
8 = —f3 pra obter
cos(a+ ) = cosacos f — sen asen 3,

observando que cos —3 = cos 8 uma vez que o cosseno é uma func¢ao par e que sen —3 = —sen 3 porque o
seno é uma funcao impar—obtida assim a féormula da adi¢ao relativa ao cosseno.

Exercicio. Use o exercicio anterior pra provar a férmula da subtragdo pro seno e dela obtenha a férmula
da adicdo relativa ao seno. Solugdo. Comege com

cos(a+ ) = cosacos 8 — sen asen 3,
e agora substitua a por m/2 — x e 8 = y pra obtermos
cos(m/2 —x +y) = cos(m/2 — x) cosy — sen(w/2 — x) seny

cos(m/2 — (x — y)) = senx cosy — cosx seny

sen(x — y) = sen x cosy — Cos & sen y,

obtendo assim a formula da subtracgao relativa ao seno. Pra obter a férmula da adi¢ao, terminando comple-
tamente o exercicio, declare y = —y e obtenha

sen(z — (—y)) = senx cos —y — COS T sen —y
sen(x + y) = sen x cosy + cos T sen y,
uma vez que o cosseno é uma funcdo par e o seno, impar.

Estamos em um momento importante porque agora conseguimos deduzir uma das principais identidades
trigonométricas, fazendo parecer assim que é mais facil aprender a deduzir as identidades que memorizé-las.
Nao sei nem se vale a pena registrar as outras.

Exercicio. Se senz = 1/3 e secy = 5/4, calcule sen(z + y), sendo ambos z,y adngulos agudos positivos.

Solugdo. Aplicando a férmula da adigdo, obtemos sen(z + y) = senx cosy + coszseny e dai

4
sen(z +y) = 3E + coszseny,

j& que secy = 5/4 implica cosy = 4/5. Falta-nos conhecer cosz e seny. Mas se senx = 1/3, entdo aplicando

sen? 2 4 cos? z = 1, obtemos
2
1 2
-] 4cos“x=1,

que implica cosx = +2v2/3. Similarmente, seny = +3/5. Precisamos decidir que sinal nos interessa. Como
x,y estdo restritos ao primeiro quadrante, entdo cosx = 2v2/3 e seny = 3/5. Logo,

como desejado.

Exercicio. Encontre todos os valores de x tal que sen(2z) =senz e z € [0,27]. Solugdo. Usando a férmula
dos dngulos duplos, sabemos que 2 sen x cos = sen x, logo 2sen x cos —senx = 0 e entdo sen z(2cosz—1) = 0.
Dai estamos interessados em senz = 0, em que sao solucgoes 0,7, 27w. Estamos também interessados em
2cosz — 1 = 0 em que cosz = l/2, em que uma solugdo é 7/3 — e a ultima é 57/3 porque o dngulo de
referéncia relativo a 57/3 é 7/3. Coletando as solugdes, obtemos {0, 7/3, 7,57/3, 27}.
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1.12 Sobre graficos de aceleracao, velocidade e distancia

Suponha que alguém lhe dé o seguinte problema. Um carro viaja com uma velocidade crescente determinada
pela funcao v = ¢t. Subitamente, esse carro comega a perder velocidade até a velocidade chegar a zero e
essa perda é determinada pela fungdo v = —t. O que estamos fazendo é descrevendo um grafico por via de
palavras. O problema é que vocé desenhe o grafico da distancia percorrida. Solu¢do. Isso nao deveria ser
dificil, certo? O carro comega ganhando distancia mas de pouco em pouco ele ganha mais e mais distancia
porque a velocidade aumenta. De repente a velocidade comega a cair, mas o carro continua a ganhar
distancia, embora a velocidade esteja caindo. Isso é absolutamente compreensivel. Por exemplo, um carro
atinge 100 km/h e de repente cai pra 90 km /h, implicando que ele ainda ganhara mais 90 km dentro de uma
hora. Portanto, esse grafico da distancia estara sempre subindo.

Quem ja estudou Célculo sabe que o grafico da distancia na primeira metade do problema cresce de acordo
com (1/2)t2. Podemos entdo desenhar uma perfeita curva correta ja que temos essa ferramenta. Agora, a
segunda metade da velocidade produz a curva —(1/2)t?, que ¢ uma parabola pra baixo. Isso indica que
podemos conectar esses dois graficos de forma perfeita, mas estou em duvida sobre como fazer a conexao.
Por exemplo, a gente nao vai conectar ambos os graficos através de suas formas na origem porque na origem
os valores do tempo sao zero. Quando o carro para de aumentar a velocidade e passa a diminui-la, ele ainda
ganha distancia com grande velocidade (em contraste a com pouca velocidade ou quase parando). E é isso
que precisamos entender de uma vez por todas.

Quando o tempo passa, estamos sempre falando de um intervalo. Entao a gente computa dois pontos
da funcao distancia e vé de onde pra onde ela foi. Por exemplo, se a velocidade cai de 100 km/h pra 90
km/h durante o intervalo (¢1,%2), entdo a distancia percorrida tem que ir de d(¢1) pra d(t2), ou seja, ela vai
de —(1/2)t2 pra —(1/2)t3. Assim a conexao que devemos fazer precisa respeitar os intervalos certos e outras
coisas.

Que outras coisas? Na pratica, esses problemas muitas vezes oferecem graficos de velocidade (ou acelera-
¢ao) e pedem o grafico da integral. Como a gente sabe calcular a integral, a gente consegue montar o gréfico
certinho. Vamos a um exemplo.

Exercicio. Um carro viaja segundo v = ¢ no intervalo (0,1) e depois viaja segundo v = —t no intervalo
(1,2). Desenhe as curvas de velocidade e também a da distancia nos mesmos eixos. Soluggo. Os graficos das
velocidades nés j& conhecemos. A integral de t é (1/2)t? e note que ela termina na altura 1/2, entdo ela fica
abaixo da velocidade. A integral de —t é —(1/2)t? que é a mesma parabola s6 que agora concava pra baixo
e a gente entdao desenha ela comegando onde terminou a pardbola cdncava pra cima. Fazer o deslocamento
com as méos é moleza—a gente ja fez aqui dizendo meramente que a gente desenha o segundo grafico onde o
primeiro terminou. Num computador, como num Geogebra, a gente precisaria especificar o deslocamento. A
cada novo intervalo do dominio vai haver um deslocamento horizontal e a altura também é deslocada porque
o intervalo anterior tipicamente faz a integral subir ou descer. Por exemplo, pra desenhar o arco da parabola
relativo ao intervalo (1,2), pedi ao Geogebra pra desenhar —(1/2)(t — 1)? + 1/2 porque precisamos deslocar
pra direita e subir 1/2 ja que a primeira pardbola terminou em 1/2. Veja a Figura 10 na pagina 21.

t g
0.5
P .
f
__.--"/h
0 0.5 1 15 2

Figura 10: As curvas f e g descrevem a velocidade do carro e as curvas h e p descrevem a distancia percorrida
pelo carro.
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Como fazer esses desenhos quando a gente nao conhece bem a curva que precisamos integrar? Minha ideia
é—finge que vocé conhece, calcula a integral dela corretamente e ai desenha a fungao que descreve a integral
como se a origem do plano fosse o ponto em que a funcao-integral anterior terminou. Por exemplo, imagine
que alguém te pede pra desenhar a distancia percorrida por um carro que viajou com velocidade parecida
com uma curva da distribuicao gaussiana. A integral dela é certamente complicada, mas como o problema
estd pedindo meramente pela intuicao da ideia—pro estudante mostrar que sabe o que esté acontecendo—,
a gente faz de conta que a curva é uma espécie de parabola no inicio, seguida de uma fungao linear até um
topo e simetricamente no resto. Com isso a integral af seria uma espécie de fungao ctibica concava pra cima
conectada a uma parabola concava pra cima conectada a uma parabola concava pra baixo conectada a uma
funcéo ctbica concava pra baixo. E isso—¢é o melhor que posso fazer no momento.

1.13 A interpolacgao de polinémios por Gauss

A palavra “interpolar” nao é a melhor escolha aqui, mas minha intencao agora é s6 documentar que se vocé
deseja um polinémio de grau 1, vocé precisa descobrir 2 coeficientes, o que vocé consegue com um sistema de
dimensao 2. Se vocé deseja um polindmio de grau 2, vocé precisara descobrir 3 coeficientes, o que significa que
vocé pode montar um sistema de dimensao 3. Se vocé deseja um polinémio de grau 3, vocé precisa descobrir
4 coeficientes, o que significa que vocé pode montar um sistema de dimenséo 4. Se vocé tem um sistema de
4 incognitas, precisa também de 4 pontos fixos do seu polinomio. Parece que foi Gauss quem popularizou
essa técnica. Vocé usa os pontos e instala o sistema linear, resolvendo-o via eliminacdo Gaussiana. E bom
resolver o sistema por computador porque calcular a eliminagao Gaussiana é realmente entediante e propicia
a erro. Um protocolo que facilmente me oferecesse uma verificagao pra evitar os erros seria muito bom, algo
similar ao que inventei pra multiplicagao de inteiros segundo al-Khowarismi.

1.14 A interpolacao de polinémios por Newton

Parece que Newton usou alguma ideia bem diferente, evitando o sistema de equagoes lineares, mas nao sei
o que ele fez. Fica ai como um exercicio pra um dia descobrir o que ele fez e catalogar a técnica.

2 Definitions, limits and continuity

Definigdo. The absolute value of a number z, written |z| is the distance from 0 to z on the real line.
Distances are always positive, so |z| > 0 for all z € R. The function f(z) = |z| is defined as

f(x):{x ifx <0,

T if z > 0.

Comentario. Ao solucionar a equacdo 22 = 4, observe como deduzir solucdes a partir da funcio raiz
quadrada: Vo2 = /4 implica |r| = 2 e ndo = = 2 porque x = —2 também é solucio.

Definicdo. An even function is a function f : A — B such that f(—z) = f(x) for every x € A. An odd
function is a function f : A — B such that f(—xz) = —f(x) for every z € A.

Defini¢do. A function f is increasing on an interval I if f(x1) < f(x2) whenever z; < x2 in I. A function
f is decreasing on an interval I if f(z1) > f(z2) whenever 1 < x2 in L.

Definigdo. Let f: A — Y, g : B — W be functions. Then we define (f + g)(z) = f(z) + g(x) where the
domain is ANB. We define (f—g)(z) = f(x)—g(x) where the domain is ANB. We define (fg)(z) = f(x)g(z),
where the domain is A N B. We define (f/g)(x) = f(x)/g(x), where the domain is {x € AN B : g(z) # 0}.

Definicado. Let f: A — B, g : X — Y. We define the composite function f o g as (f o g)(z) = f(g(x)).
The domain of the composition is all z € X in which g(z) is defined which goes to an a € A in which f(a)
is defined. So, the domain is the intersection of a subset of Y, the range of g(z), and the set A; that is, the
domain of f o g is Range(g) N A.
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2.1 Limits

Definicao. We say that f approaches L as x approaches a if and only if for each e > 0 given, there is a
d > 0 such that
O<|zx—al<d = |f-L|<e.

Comentario. Em vez de letras d e e, o tipico é escrever § e €, mas ndo temos essas letras num teclado usual
de hoje. Quando comegarmos a trabalhar com o ntmero transcendental 2.7182845904523536..., também
usaremos a letra e pra representd-lo. Nao havera nenhuma confusdo porque o contexto deixa bem claro a
quem nos referimos.

Definicao. We say that f approaches L from the left as x approaches a from the left if and only if for each
e > 0 given, there is a d > 0 such that

a—d<zx<a = |f-L|<e.

Definicao. We say that f approaches L from the right as x approaches a from the right if and only if for
each e > 0 given, there is a d > 0 such that

a<zr<a+d = |f-L|<e.

Uma coisa se aproxima de outra se e somente se a distancia entre elas disaparece “4 medida que o tempo
passa”’. Note que se a distincia entre x e a se tornar pequena, entao torna-se pequena também a distancia
entre f e L. Se isso ocorre pra qualquer pequena distancia arbitrada, entao o limite de f é L.

Provar limites pela defini¢do é usualmente muito dificil.

Exercicio. prove que limz? — 1 = 3 com z — —2. Solugdo. Precisamos de um d que possa nos levar a
desigualdade
|22 —1-3| =22 —4|=|(z+2)(x - 2)| = |z + 2|z — 2| < e

pra todo e positivo. Pra ultrapassar o obstdculo desse produto, observe que estamos interessados em valores
de x muito préximos de —2. Portanto, podemos tranquilamente nos restrigir ao universo de busca em que
d ndo é maior que 1, ou seja, podemos assumir que |z + 2| < 1, obtendo —1 < =z +2 < 1, o que nos dé
-5 <z —2 < —3 < 5. Daf deduzimos que |z — 2| < 5, que é fator do produto que nos complica. O outro
fator é |z + 2| e queremos que esse produto de distdncias seja menor que e. Agora compreender a estratégia
ficou mais ficil: se assumirmos que |z + 2| < ¢/5, o que ocorre com o produto? O produto nos dé o que
desejamos:

|x+2\|x_2|<§x5:e.

Logo, podemos tomar d = min(e/5,1). Eis a prova. Seja d = min(e/5,1). Assuma que |z — (=2)| < d =
min(e/5,1). See > 5, entdfod=1eal |z — (=2)|=|x+2|<1le|z+2||lr —2| <1< e, como desejado. J&
se e < 5, entdo |x — (—2)| < e/b e al |xr+ 2| < 1. Como estamos interessamos em valores muito préximos de
—2, podemos restringir z tal que |z — (—2)| = |z + 2| < 1, ou seja, ndo nos afastamos uma unidade do valor
—2. Nesse intervalo restrito, podemos afirmar que —1 <z +2<le-5<z—2< -3 <5, logo |z —2| <5.
Multiplicando ambas desigualdades importantes aqui, obtemos

|P=1) =3l =|(z+2)(z —2)| = |z + 2|z —2| <e/5 x5 =e,

como desejado. Isso prova. A leitura da prova também requer cuidados.

Como ler a prova? O delta escolhido é o menor valor dentre e/5 e 1. Se o adversério escolhe um e muito
grande — maior ou igual a 5, por exemplo —, escolhemos d = 1, partindo de |z — (—2)| < 1, que implica
|z — 2| < 5 e, assim, obtemos |z + 2||x — 2| < 5, como desejado. Se o adversério escolhe e pequeno — menor
que 5, por exemplo —, entdo tomamos um quinto desse e, partindo de |z — (—2)| < e/5. Precisamos também
da desigualdade |z 4+ 2| < 1. Quando pré6ximo de —2, temos |z + 2| < 1 e podemos chegar perto o quanto
quisermos. Essa restri¢do implica |2 — 2| < 5 — subtraia 4 e observe que —3 < 5. Daf multiplicamos as duas
desigualdades, obtendo

c+2z—2<bx < =—e
5

Isso é uma segunda escrita da prova, sem davida. Enfim, a fungdo é simples, mas a prova envolve
habilidade com desigualdades, valor absoluto e a defini¢ao epsilon-delta. O
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Definicdo. The line 2 = a is called a vertical asymptote of the curve y = f(z) if at least one of the following
statements is true: imf = ccasx — a, limf =occasxz — a~, limf = ccasz — aT, limf = —c0 as

z—alimf=-ccasx—+a,limf=occasz —al.

Comentario 2.1. Em palavras, pra descobrir assintotas, basta procurar por quais valores do dominio a
funcio tende a £o00, ou seja, quais valores (do dominio) fazem a fungéo crescer ou decrescer sem limite.

Teorema. Let ¢ be a constant and suppose lim f and lim g as © — a exist. Then the following are true: (1)
lim(f +¢) = lim f + limg; (2) im(f — ¢) = lim f — limg; (3) lim(cf) = clim f; (4) lim(fg) = lim flim g;
(5) lim f/g = (lim f)/(limg) as long as limg # 0; (6) lim f™ = (lim f)™, where n > 0; (7) limc = ¢; (8)
limz = a (as * — a); (9) limz™ = a™, as * — a and n > 0; (10) lim ¥z = ¥Ya as * — a and n > 0, and
once n > 0, assume a > 0. (11) lim {/f = /lim f as * — a and n > 0, and once n is even, assume f > 0.

Comentario. Observe que essas propriedades sé se aplicam quando lim f e lim g existem. Se ndo existirem,
o teorema nao procede. Em outras palavras, antes de sair aplicando essas verdades, verifique que as condi¢oes
procedem. Por exemplo, suponha que lim f(x)/2? = 5 com x — 0. Encontre lim f(z). O que se pode fazer
ai? Nao se pode assumir que o limite de f(x) existe porque isso néo foi dado; o que foi dado é que o quociente
tem limite 5. Entretanto, sabemos que lim z2 = 0 existe e é zero. Assim, podemos deduzir:

0=5x0
f(z)

x2

f(x) o

= lim —>*z porque ambos limites existem
x

= lim f(z).

Pode-se pedir também por lim f(z)/x, mas a mesma estratégia acima resolve: sabemos que limz = 0.

2

= lim lim z

Comentario. Esse é o problema 56 da Se¢ao 2.3 de Stewart, edigdo 6. Na versao brasileira do livro, hd um
erro de digitagdo em que se d4 um limite com = — 1 e se pede por x — 0. Esse erro é interessante porque é
preciso se convencer de que o problema nao tem solucdo. O que acontece num ponto do dominio ndo garante
nada do que acontece num outro ponto qualquer. Provar o fato é facil — s6 mostrar um contra-exemplo.

Exercicio. If p is a polynomial, show limp(x) = p(m) as © — m. Prova. The general formula for a
polynomial is
p(x) =ap+a1x+ (12372 + .. F+apx™.

We now apply the limit laws
lim p(z) = lim ag + lim ayz + lim agz? + ... + lim a,, "
=ag+ am+ asm?® + ... + ap,m”
= p(m)

This shows that every polynomial is continuous, but we define continuity a little later. Before, we do exercises
to practice our understanding of limits.

Exercicio. If r is a rational function, show that limr(z) = r(m), as x — m, for every number m in the
domain of r. Prova. From the previous exercise, we have that every polynomial is continuous. A rational
function is the quotient of two polynomials; so, the problem is very similar. We can represent the limit of a
rational function as

R (T
bo + b1z + bayx? + ... + b

_limap + limayz + lim asx® + ...+ lim a, "

" limbg + lim by + lim bea? + ... 4+ lim b,z

_agtaim+ asm? + ... + a,m”

 bg+bym 4 bam? + ... + b,m"

=r(m)
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Teorema. A function f -+ Lasx —aifandonlyif f +Lasxz —a~ and f - Lasz —a™.

Teorema. If f < g when x is near a, but x # a, and the lim f and limg both exist as + — a, then
lim, o f < limg g g.

Teorema (do Confronto). Se f(z) < g(z) < h(x) quando z estd préximo de a, exceto possivelmente em a,
e lim f(x) = L = lim h(z), entdo lim g(x) = L.

Comentario. Esse é o Teorema do Confronto, também chamado de Teorema do Sanduiche. Parece que
alguns também o chamam de Teorema do Imprensamento.

Um caso bem facil de aplicagao desse teorema é quando se pede o limite de uma fungao trigonométrica
multiplicada por um outra fun¢do — cujo limite seja facil calcular. Por exemplo, calcule lim g(z) cos 207z
com z — 0 sabendo-se que lim g(z) = 0. O trabalho ¢ facil porque sabemos que —1 < cos20mx < 1. Logo,
se multiplicarmos essa desigualdade por g(x), obtemos —¢g(x) < ¢(z)cos20mx < g(x) e dai o Teorema do
Confronto implica lim ¢(x) cos 20z = 0, como desejado.

Comentério. As vezes um problema nos pede um limite que podemos reconhecer com experiéncia. Por
exemplo,
(4+h)*—16

h
é a derivada de 2% no ponto z = 4, ou seja, em (4,16). Entdo o limite ¢ f'(4) = 2z = 8. O que Stewart
espera, entretanto, é que cancelemos o h do denominador.

lim

Exercicio. Existe nimero real a tal que

. 322 +ax+a+3
lim 5
r——2 x24+x—2

exista? O exercicio pede que identifiquemos em que situagao um limite existe ou nao existe. Se o denominador
tende a zero e o numerador nao tende a zero (com x — —2), entdo essa fungao racional sobe ou desce sem
limite. A {inica chance pro limite existir entdo é quando o numerador é igual a zero, ou seja, 32 +azr+a+3 =0
com z = —2. Queremos entdo 12 —a+ 3 = 0 ou @ = 15. Essa é a chance. Precisamos agora ter certeza de
que o limite existe quando a = 15, ou seja, investiguemos

322 + 150 + 18
-2 x24+x—2
O denominador é fatordvel com (z + 2)(x — 1) e o numerador é fatordvel com (3z + 9)(x + 2). (Divida
322 + 152 + 18 por z + 2 por divisdo longa e obtenha 3z +9.) Assim obtemos
. 3r+9 3
lim =

=— =-1
z——2 1 —1 73

Existe a = 15 em que o limite é —1.
Exercicio. Prove lim f(z) = 0 com z — 0 sendo

fz) =

2% se x é racional,
0 se x é irracional.

O exercicio parece querer uma aplicacdo do Teorema do Confronto. A funcéo é claramente descontinua em
todos os pontos, mas o limite na origem existe provavelmente porque a reta de pontos isolados f(z) = 0 se
encontra com a pardbola de pontos isolados f(z) = z2. Os pontos se aglutinam infinitamente 14, sem deixar
buracos. E o que sugere minha intuigao.

Sdo fatos que lim 0 = 0 = lim 2. Logo,

0< f(x) < z?

pra todo z real. Assim,
0 =1im0 < lim f(z) < lim2? = 0

e entdao o Teorema do Confronto implica lim f(x) = 0, como desejado.
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Exercicio. Seja

flz) =

0 se x é racional,
1 se x é irracional.

Prove que lim f(x) ndo existe quando = — a, sendo ¢ um ntmero real. O autor quer que a gente saiba
como provar que um limite ndo existe pela definicdo precisa de limite. Fazemos isso por contradi¢do. Se o
limite exitisse, a desigualdade-delta implicaria a desigualdade-epsilon pra qualquer epsilon. Como o limite
nao existe, algum epsilon fracassa a desigualdade. Suponha que o limite existe e é L. Seja e = 1/2. Entao
|z| < d implica |f(z) — L| < 1/2, o que implica —1/2 < f(z) — L < 1/2. Tome um x racional em (—d,d).
Dai f(x) = 0 e obtemos L < 1/2. Agora tome um z irracional e deduza 1/2 < L. Nenhum nimero L é
capaz de satisfazer essa contradigdo, entdo L nao existe. Logo, ndo ha limite.

Comentario. Quando um limite ndo existe, ha a evidéncia de que — a medida que nos aproximamos de
um ponto a do dominio —, a fun¢do f(x) tende a uma coisa de um jeito e tende a outra coisa de outro jeito.
Na linha real, os dois jeitos tipicos de se aproximar de um ponto no dominio é pela esquerda e pela direita.

Exercicio. Mostre um exemplo em que lim f(z)g(z) existe, mas lim f(z) e lim g(z) ndo existem. Pegue
uma fungdo f(x) que seja —1 pra x negativo e 1 pra x positivo. O limite em zero ndo existe. Inverta o sinal
na definigao de g(z). Agora, se multiplicamos f(z)g(z), obtemos a funcao constante —1, cujo limite em zero
obviamente existe.

Exercicio. Um disco precisa ser fabricado com area 1000cm?. Logo seu raio ¢ 104/10/m cm. Queremos
permitir um erro de 5cm? na fabricacio, ou seja, pode-se produzir com 4rea no intervalo (995,1005) cm?.
Qual o erro que se permite no raio? A 4rea tem que satisfazer 995 < 72 < 1005. Isolando 7, obtemos

995 1005

T 7r
O que esse exercicio quer mostrar é que isso é essencialmente o trabalho de se provar limites pela defini¢ao
epsilon-delta. A medida que o raio do disco se aproxima de 104/10/m cm, a 4rea se aproxima de 1000 cm?.
A funcio é f(x) = 7r?, o limite é L = 1000 cm?, o ntimero a de que x se aproxima é a = 10,/10/7, o
erro é e = 5cm? e d(e) restringe o raio ao intervalo especificado acima em destaque.

2.2 Continuity

Definicdo 2.1. A function is continuous if and ounly if lim f(z) = f(a) as x — a.

Definicdo. A function is continuous from the right at a number « if and only if lim f(x) = f(a) as x — a
from the right. A function is continuous from the left at a if and only if lim f(z) = f(a) as © — a from the
left.

Exercicio 2.1. Se existir alguma discontinuidade removivel em
1
z—1"

encontre-a. A funcio é descontinua em x = 1 porque é indefinida 14. Mas o numerador contém o termo
x — 1, 0 que nos permite fatorar e encontrar o limite. Obtemos

x;_—ll = Gl _;)_(xf 1) = (@ +1)(z* +1).

Obtido o limite, podemos especificar que f(—1) = lim f(z) com  — 1 e assim removemos a descontinuidade
da funcao.
Comentéario. O exercicio 2.1 revela a identidade

1’2n —1 on—2

r—1 1)@ 1) (@ (1)

= (@ +1)(=
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=22 Ty 2 41,
Por exemplo,

a8 -1

r—1

=@+ D)@+ D)@+ ) =" +ab + 2P+t 2P 2 o+ 1.

Teorema. Let f be continuous at b. Let lim g(z) = b as x — a. Then

lim f(g(z)) = f(lim g(=))
as r — a.

Teorema. Let g be continuous at a. Let f be continuous at g(a). Then f o g is continuous at a. That is,
f(g(x)) is continuous at a.

Comentario. Em palavras, o teorema afirma que uma composicdo de fungbes continuas é continua.
Teorema 2.1. Uma funcdo f é continua em a se e somente se lim f(a + h) = f(a) com h — 0.

Demonstragao. Sendo continua, partimos de lim f(z) = f(a). Aplicando o Teorema 2.2 a fungéo g(h) = a+h
nos da

lim f(a+h) = f(lim a+h) = f(a),

0 que prova a implicagdo direta. Pra provar a implicagdo conversa, partiremos de lim f(a + h) = f(a)
com h — 0 e usaremos a definicio de limite pra mostrar que o limite existe e é igual a f(a), que é a
Defini¢do 2.1. Seja e > 0. Por hipétese, lim f(a+ h) = f(a), entdo existem d > 0 tal que 0 < |h| < d implica
|f(a+ h) — f(a)] < e. Agora coloque h = z — a e observe que 0 < |z — a| < d implica

[fla+z—a) = fla)] = [f(x) = fla)| <e,
de onde deduzimos que lim f(z) = f(a) com = — a, isto é, f é continua em a. O
Teorema 2.2. A func¢ado seno e cosseno sao continuas.

Demonstraggo. Pra provar que seno é continua, precisamos mostrar que limsen(z) = sen(a) com z — a pra
todo nimero real a. O Teorema 2.1 afirma que uma funco é continua em a se e somente se f(a+h) = f(a)
com h — 0. Usaremos o fato de que limcos(z) = 1 com # — 0 and limsen(z) = 0 com  — 0 pra mostrar
que sen(z) é continua.

O que precisamos fazer é aplicar a identidade abaixo e fazer as dedugoes, obtendo

lim sen(a + h) = senacosh + cosasen h
h—0
=senacosh+cosa x 0

= sena,

como desejado. O cosseno pode ser provado pela mesma estratégia usando-se a identidade cos(a + h)
cos(a) cos(h) — sen(a) sen(h). Veja Segdo 1.11.

o

Exercicio. For what values of x is f continuous?

0 if z is rational,
-

1 if z is irrational
Surely for no value because there are rationals and irrationals anywhere you look on the real line, so the

limit of f as * — a, any real a, will never exist. (But we should practice and prove this with a technical
argument.)
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Exercicio. Mostre que |z| é continua em toda a linha real. Depois prove que se f é continua em um intervalo,
entdo |f| também é. Por fim responda se a continuidade de |f| num intervalo implica a continuidade de f.
Se néo for, encontre um contra-exemplo.

Solugio. Que |x| é continua em toda a linha é certamente verdadeiro: a quina em x = 0 ndo é qualquer
problema porque ambos os lados de x = 0 estdo o quao préximo desejarmos de zero.

O converso do teorema é falso. Por exemplo, seja f uma fungdo com valor —1 para x < 0 e valor 1 para
x > 0, que é discontinua em = = 0, mas |f| é a fungdo constante de valor 1, que é continua em toda a linha
real, ou seja, a continuidade de |f| ndo implica a continuidade de f. Mas se f for continua em um intervalo
e, caso ela tenha um valor negativo num pedago desse intervalo, a fungdo |f| poderd no méximo ter uma
quina, o que ndo prejudica a continuidade de f, como ocorre com |z|.

O projeto do exercicio é isso ai: perceba que a quina de |z| nao viola a continuidade da fungao e como
isso se generaliza pra uma funcdo f continua qualquer, observando que o converso nao ocorre.

Teorema 2.3 (do valor intermedidrio). Suppose that f is continuous on the closed interval [a,b] and let N
be any number between f(a) and f(b). Then there there exists a number ¢ in [a,b] such that f(c) = N.

Exercicio. Existe nimero real que seja exatamente um a mais que seu cubo? Em simbolos, existe x tal que
x = 23 4+ 1?7 Aplicamos o Teorema 2.3. Quais as raizes da funcdo = — z2 — 1? Se houver uma raiz real, entdo
existe tal ntimero. Compute f(—2) = =2+ 8 —1 =5 > 0. Compute f(0) = —1 < 0. A funcio é continua,
entdo ela tem que cruzar o eixo x em [—2,0].

Exercicio. Suponha f continua em [1,5] e que as tnicas solugoes da equacao f(z) =6sdoxz =4 ez = 1.
Se f(2) = 8, prove que f(3) > 6. Prove por contradi¢gido. Suponha que f(3) < 6. Faga um desenho do
grafico. Desenho o ponto (1, 6), (2, 8) e (4, 6). A fungdo é continua. Se f(3) = 6, violamos a hipdtese das
tnicas solugoes. Se f(3) < 6, entdo o Teorema 2.3 implica que tem que haver ¢ em (2,3) tal que f(c) =6: a
funcao teria que descer de f(2) = 8 até f(3) < 6, o que faz com que ela necessariamente passe por um ponto
¢ satisfazendo f(c) = 6.

3 Derivatives
Definicdo. The derivative of a function f at a point x = a, written f’(a) is defined to be

fla+h) = f(a)

f'(a) = lim W . (1)

h—0

This definition comes from a similar one. The derivative is the function that describes the slope of a

tangent to a curve in some point. If we consider a curve f at some point ¢ and draw a tangent to f at the
point a, then you can estimate the slope by

f(z) = f(a)

)
xr—a

for some a near . That’s an estimate. We would get a closer estimate if we chose a number x closer to a
than the previous. If we choose x exactly equal to a, we get a division by zero and we go beyond what the
definition of limit lets us do. Considering the limit of the expression as x approaches a, we get

f/(a) = lim f(ZL‘) B f((l),
r—ra Tr—a
which is the derivative of the function f at a point a with a substitution of h for z — a.
Let h = z — a, then x = h + a. Notice that as z approaches a, x — a approaches 0. So if x approaches
a, then h approaches 0. So replace = by h + a noticing that h approaches 0 as x approaches a and we get
Equation 1. So both definitions are equivalent.

Teorema. A derivada de az é a.
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Demonstracio. Por definicao,

SR~ f@) | ale k) —ar
h—0 h h
5 ar + ah — ax
h
i
_1mh
—alimE
h
:a7

como desejado.
Teorema. A derivada de az? é 2az.

Demonstracio. Por definicao,

_ 2 2
lim flx+h)— f(x) — lim a(x + h) ax
h—0 h h
a(z? + 2xh + h?) — ax®
h
ax? + 2axh + ah® — ax?
m
h
#(2ax + ah)
/i

= lim 2ax + ah

= lim

=1i

= lim

= lim 2ax

= 2az,
como desejado.
Teorema. A derivada de az? é 3ax?.
Demonstracio. Por definicao,

fle+h) - fz)

a(z + h)® — ax®

fim, h = lim h
. a(2® + 32%h + 3zh? + h3) — ax?
= lim W
. a7® + 3ax?h + 3axh? + ah® — ars
= lim N

Jh(3ax? + 3axh + ah?)

;i

= lim 3az? 4 3azh + ah®

= lim

= 3az?,
como desejado.
Comentéario. Relevante é o Teorema Binomial porque ele expandes esses bindémios (a + b)™ pra gente.

Teorema. A derivada de az™ é anz™ 1.
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Demonstracdo. E um exercicio interessante provar esse fato por dois angulos diferentes, que sao as defini¢oes
de derivada que temos. Uma diz que

flz+h) - f(z)

f'(w) = Jim, h
e a outra diz que
T—cC T —cC

Ambas sdo equivalentes, como sabemos, e obter a derivada por ambas nos da a informagdo de que as vezes
é mais facil trabalhar com uma do que com a outra. Por exemplo, a derivada de azx™ é
" — n
f(2) = lim 2@ D" = az” ;L az
2" 4+ C(n, 1)z th + C(n,2)a"2h% + - -+ + C(n,i)a"*h + - - - + C(n,n)h™ — 2™
h
27+ C(n,)a" th+ C(n,2)z" 2h? + - -+ + C(n,i)z"*h + - - + C(nn)h" — 2

= ¢ lim

=alim -
. (C(n,)az"th  C(n,2)z" 2h? C(nyi)z" thi C(n,n)h™
h h h h
= anz" 1,

como desejado. Ja usando a outra defini¢do, estamos interessados em

axr™ — ac” n— "
f(z) =lim —— = alim
Tr—c r—c

e vamos ter que computar uma divisdo de polindmios. A divisdo de z™ — ¢"™ por x — ¢ resulta no quociente

2" e 4 2 e O g el

O padrio é mais facilmente compreendido se vocé dividir 23 — ¢3 por z — ¢ e depois z* — ¢* por « — c. Feita

a divisdo, temos uma fungao continua em toda a linha real e dai obtemos
" —c"
f'(z) = alim
x—c
a(xnfl + an72 + Can73 4ot Cixnf(iJrl) N Cnfl)
a(cn—l _|_ccn—2 4 CQCn—B 4. +cicn—(i+1) 4. +Cn—1)

_ a(cn—l +Cn—1 _’_”__’_Cn—l)

= anc" L.

Note que temos n termos vt porque o contador vai de n — 1 a zero. Por fim, como o ponto z = ¢ é um

ponto arbitrario, podemos reescrever
f'(x) = anz™ 1.

Obtemos assim a mesma derivada, mas por percursos algébricos diferentes, sendo o segundo menos 6bvio
que o primeiro (em nossa humilde opinido). O

Teorema (regra da soma). Se f e g sdo derivaveis, entdo

(@) + @) = 5 (@) + ()

Demonstragio. Seja F(x) = f(x) + g(z). Por definicao,

d . F(x+h)—F(x)
(1) + gt = i TN

30



o S h) gl +h) — () + g(a))
h
W@ +g(e+h) = f(2) = g(a)
h
. (fl@+h) = flz)+g(z+h) —g(z)
—hm( 5 )

fle+h) - fz)
h

d d
@)+ (),

= lim + lim —g(x +h) —g()

como desejado. O

A regra do produto é mais envolvente. Stewart oferece uma analogia que é bem util. Suponha que f e g
sejam sempre positivas, 0 que nos permite pensar em fg como a area de um retangulo. E uma analogia pra
dar um sentido geométrico a variagdo A(fg) e nos ajudar a escrever a prova do fato.

Teorema (regra do produto). Se u = f(z) e v = g(x) sdo diferencidveis, entao

%f(w)g(fﬂ) = (w) =v'v+w' = f'(z)g(x) + f(2)g'(2).

Demonstracdo. Se x variar uma quantidade pequena, como Az, entdo as variagbes de u e v sdo Au =
flx+ Azx) — f(x) e Av = g(x + Az) — f(z). Logo, a variacdo do produto é
A(uww) = (u+ Au)(v + Av) — uw
= wo + ulAv + vAu + Auldv — wr
= ulAv + vAu + Aulv,

Agora divida essa equagdo por Ax e compute o limite & medida que Az — 0. Obtemos
A(uv)
! — 1~
(uv) Az Ax
ulAv + vAu + Aulv

m )
Az—0 Ax

uAv i vAu n AulAv

Ax Ax Ax ’

ja—
=

|
g

Av . 4 Au
Az—0 \ Az Ax Az

=u lim gJrv lim Au+<lim Au> &,
Az

Az—0 Az Az—0 Ax Az—0
iy & 84 27
=u lim —+v lim — : ,
Az—0 Ax Az—0 Ax Ax
=uwv' + v/,
como desejado. O

Comentario. Por que Au — 07 Porque Au = f(z + Az) — f(z). Em palavras, Au vai pra zero quando
Ax val pra zero.

Comentario. Observe que parte da sequéncia de equagbes foi escrita de tras pra frente. Pra expressar o
limite de uma soma como uma soma de limites, precisamos saber se o limite dos termos de fato existe. Mas,
se soubermos que o limite dos termos de fato existe, a prova esta essencialmente terminada.

A regra do quociente também aparece com aplicagao direta da definicao de derivada como o limite da
razao de variagOes. Suponha uma pequena variagao em x, o que implica uma pequena variagao em u e v.
Compute entao a varia¢do do quociente u/v e deixe a dlgebra trabalhar — que é computar a subtra¢ao das
fragoes ja que temos uma diferenga de quocientes envolvida aqui.
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Teorema (regra do quociente). Se u = f(z) e v = g(z) s@o diferencidveis, entdo

(u)’ u'v — uv’
v v2
Demonstracio. Comece considerando a variacdo do quociente, que por definigdo é

U u+Au  u
A(;) Tu+Av v
v(u + Au) — u(v + Av)

v(v+ Av)
_M+UA’UJ7M7UA’U
N v(v + Av)
vAu — uAv

v(v+ Av)

Agora divida tudo por Ax — 0 e obtenha

A(%) ( 1 vAu—uAv)

li =
m Az v(v + Av)

Ax
_ UAZL’_UAZL’
- v(v+ Av)

_ hm vAm —uAm)
limv(v + Av)

vhmA— —ulim & A
vlim(v + Av)
vu' — uv’

V2

como desejado. O

Exercicio. Encontre o ponto onde duas retas perpendiculares entre si, tangentes & pardbola 22, se encontram
no eixo y. O ponto existe, como ilustra a Figura 11. Solugdo. Sendo perpendiculares, o produto das

0.15

01

Figura 11: O ponto (0, —1/4) é a intersegio entre as tangentes a curva 22 que sdo perpendiculares.

inclinagoes das tangentes é —1, ou seja, no lado positivo a inclinacdo é 2a e no lado negativo, —1/(2a). Seja
a > 0. A reta tangente no lado positivo é y — a® = 2a(xr — a) = 2axr — 2a?, implicando y = 2az — a?.
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Similarmente, no lado negativo, obtemos a reta tangente y — (—a)? = (—=1/(2a))(z — (—a)), implicando
y = (—1/(2a)z) + a® — 1/2. Estamos interessados no ponto de encontro entre as tangentes no eixo y, se elas
de fato se encontram l4. Iguale as equagoes de ambas tangentes e coloque x = 0, obtendo

1 1
20 —a® = ——x +a*> — =
2a + 2
1
2% = -
2
1
2
a® = -
4
4 1
a==+-,
2
o que nos revela que as tangentes relativas aos pontos ¢ = —1/2 e x = 1/2 sdo perpendiculares e se encontram
no eixo y. Elas tém inclinagdo —1 e 1, logo quando x = 0, obtemos y = —1/4, como desejado.

Exercicio 3.1. Considere a hipérbole xy = ¢. Marque qualquer ponto na curva. Trace a reta tangente
a curva ao ponto. Essa reta forma um tridngulo retdngulo sendo os eixos z,y os catetos. Mostre que a
coordenada x do ponto é o ponto médio entre a origem a interseccao entre a reta tangente e eixo x. Em
seguida, mostre que a drea do tridngulo é uma constante [6, exercicio 76, secao 3.1].

Figura 12: Nao importa que ponto na tangente escolhemos, a drea do tridngulo é sempre 2c.

Solugdo. Mostraremos primeiro que a coordenada da interse¢do entre a tangente e o eixo = é 2p, sendo
p a coordenada x do ponto escolhido. Seja o que ocorrer no lado positivo da hiperbéle, ocorrerda no lado
negativo porque a hipérbole é uma fungio fmpar. Seja p > 0. A derivada é 3y = —c/x2, logo ¥/ (p) = —c/p?.
A reta tangente tem equacio

c c ( )
y—-—=——@-»p
p P
cx  2c
Yy=——S=T —
P op
e intercepta o eixo x quando y = 0. Logo,
2
0=-24=
p p



P2 p
x = 2p,

cr 2c

como desejado. Pra mostrar que a area do tridngulo é constante, precisamos da altura dele. A altura é
obtida quando x = 0. Obtemos

y = 2c/p. (2)
Logo, a area do triangulo é

uma constante.

Exercicio 3.2. Let t(x) be the equation of the tangent line to the curve 1/x at the point (z,1/x). Let u(x)
be the function that maps x to the intersection that ¢(z) makes with the y-axis. Compute the derivative of
u(z) at the point = 1. The problem is asking me to find out how fast the intersection between the y-axis

Figura 13: A medida que o ponto A se move pra direita, o ponto B desce em direcio a origem. O problema
estd perguntando — quéo rapido B estd descendo quando A passa pelo ponto = 17

and the tangent ¢(x) is going down as it passes by = 1 as we move « to the right, as depicted by Figure 13.

Solugdo. The derivative of 1/x is —1/z2. It looks like I need to use a general point x = a, otherwise I
can’t get an algebraic formula for u(x). The slope of the tangent at (a,1/a) will be —1/a%. Now the tangent
line is

@—a)

1
2
x 1 lif:chQa
a72 o .

t(x) = —

a a a?

It turns out the function u(x) being the function that measures how high ¢(x) intercepts the vertical axis,
we’ll end up having u(a) and not u(z) because we’ll fix x and let a vary, since the interception happens at

x = 0. Therefore,

w(a) = #(0) = 2% = 2

a? a
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I want the derivative of u(a) at a = 1,

-2
!/
u (a) = an

At a =1, we get v/ (1) = 1. The slope of u(a) looks reasonable because it is always negative and because it
goes to zero as a grows without a bound.

Comentério. Usando o exercicio 3.1, sabemos que a tangente & curva 1/x toca o eixo y na altura y = 2/p
j& que ¢ = 1 na hipérbole 1/x. Assim, o exercicio 3.2 é solucionado meramente computando a derivada de
2/p, que é —2/p? e quando p = 1, a derivada é —2, como desejado.

3.1 The chain rule

Suppose I write

flx) =a*.
This means that f is a function of . Now, if I say: differentiate f with respect to t, someone would write
& _y, i
dt ~ Tdx
because
& _df do
dt  dxdt’

I’d like to justify this. Looking at Stewart, he says that it’s reasonable to consider derivatives as rates of
change; that’s alright with me.

Also, he says that the derivative of a composition of functions h(g(x)) is the product of the derivatives
h and g. So

[(g(2))" = 1 (9(x))g' (x)'

but since we’re differentiating with respect to =, we get

[(g(2)]" = 1 (9(x))g' (x)

because z’ = 1.
In the function f, however, where’s t? I think that we have to suppose that x is a function of ¢: x(¢). So
we rewrite f as

f(@) = ()

Now, differentiating it, we need the chain rule which would say

df dx

But, the truth is that here x has no relationship with ¢ — we didn’t specify any, so it doesn’t make any
sense to draw such a relationship here. However, these relationships exist in related rates problems, so there
to express the chain rule using Leibniz notation is useful and that’s why we do it.

Now, I'd like to investigate why the chain rule is as it is, without resorting to a formal proof of it. I want
an intuitive idea of why the rate of change of a composition is the product of the rate of change of each of
the functions involved in the composition.

It’s funny that the for a function a(z) =
derivatives of b(z) and c(z), but if a(z) = b(c(z
derivatives of b(x) and ¢(z).

Consider f(x(t)); that is, the composition of f and z and ¢. I want the rate of change of f with respect
to t. But f is related to ¢ through x(¢). So I reason: if x changes twice as fast compared to the changes in
t, and f changes three times as fast compared to the changes in x(t), then we would expect f to change six
times as fast compared to t.

b(x)c(x), the derivative of a(z) is not the product of the
)), then it is — the derivative of a(z) is the product of the
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If ¢ causes a double change in z, and = causes a triple change in f, then ¢ causes a “sixple” change in f.
This is a principle of mathematics. I think that this is called the Counting Principle.

The chain rule expresses a chain of dependences between functions. Such dependence is resolved by the
operation of multiplication because the dependence is an instance of the counting principle.

The same does not happen to the product of two functions. The derivative of f(z)g(z) cannot be obtained
by an application of the chain rule. If so, then in order for us to be able to differentiate any function, we
need the product rule, and the chain rule.

3.2 Related rates

Related rates involve direct applications of the chain rule. Suppose that oxygen is being pumped into a
balloon — let it be spherical, so that we can use the volume of a sphere which is widely known. Suppose
that the rate which oxygen goes in is 10 cubic meters per second — whatever. Now, as the balloon grows in
volume, the volume grows — evidently — and the radius of the balloon also grows. We may ask: how fast
is the radius growing when the diameter of the balloon is 1 meter?
The rate at which oxygen is pumped is a derivative
av m3
— =10—.
dt s
We know that volume of a sphere is described by
4
V=7
3
which connects volume to the radius. We want the rate of growth of the radius, so we’re looking for a
derivative of the volume with respect to the radius; we were given the derivative of the volume with respect
to time. We then express the change in volume with respect to the change in the radius by using the chain
rule. That is,

dv._av dr
dt — dr dt
dr

= Anr?—

wr dt

Connection established. We now solve for dr/dt.

w1 _dr
dt d7r?2 ~ dt’
d 3
But since — = 10m—, we have
dt S
10m?/s dr
dpr2 dt’

When the diameter is 1 meter, the radius is 0.5 meters, so

3

107%-  dr
4m(0.5)2  dt
10 dr

T dt’

10
so the radius of the balloon is growing at a speed of — meters per second.
™

3.3 Linearizations

Suppose that we want to find the tangents to

rz+1
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that touch the point (1,2). We would first compute the derivative of the curve which is

1

Now, these tangents will look like
y— fla) = f'(a)(z —a).

This is the point-slope formula of a line. We know that the slope of a line is found by using two points of
the line and computing
Y2—U
T2 — X1

287

S0 Y2 — 41 = S(xo — x1). Here, however, we only have one point, but we also have a form for the slope. At a
point x = a, we have

1
y2 — f(a) = m(ﬂb —a),
so for these tangents to touch (1,2) it must be true that
1
9 % = (1-a).

(a+1) (a+1)2

Now, which numbers a are solutions to this equation? They’re —2 — /3, and —2 + /3. This gives us two
lines; they are

(2B @ (-2-V3)’
(—2-v3+1) (=2—-v3+1)
C(24V8) _ (e—(-2+v3)°
(=2+V3+1) (=2+V3+1)
Now, because these two lines are tangents to the curve, they share nearby points when z is close enough to
1. So, under these circumstances, we may say that

f&) = L(z) = f(a) + f'(a)(z - a),

for x nearby = = a.

3.4 Sobre a palavra “tangente”

A linearizagdo de uma curva, o que analisamos na Sec¢do 3.3, é a obteng¢do de uma reta tangente a uma curva
f(x). O nome “tangente” é usado primeiramente trigonometria. Por que a palavra “tangente” reaparece na
linearizagao local de uma curva? A palavra vem do Latim tangens que significa tocar. Usando o circulo
unitéario, desenhe um angulo agudo no primeiro quadrante e chame-o de a. A linha reta que determina «

tem uma inclinagao, que é
sen a

=tga.
cos o

Quando calculamos a inclina¢do de uma reta tangente a uma curva f(z), obtemos exatamente a tangente de
um angulo « formado pela reta tangente a curva f(z) e o eixo z.

Quando computamos uma aproximagao da inclinagdo da reta tangente, fazemos referéncia a retas “se-
cantes”. O termo “secante” vem do Latim “secans”, que significa cortar. No circulo unitario, a reta secante
corta o circulo. Ao estimarmos a inclinagdo de uma reta tangente a uma curva, uma secante tende toca a
curva em dois pontos, ou seja, corta um pedago da curva.

Veja também a Sec¢do 1.9.3 pra compreender o “co” em “cosseno”.
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3.5 Differentials

If y = f(x), where f is a differentiable function, then the differential dz is an independent variable; that
is, dr can be given the value of any real number. The differential dy is then defined in terms of dx by the
equation

dy = f'(x)dz

So dy is a dependent variable; it depends on the values of x and dx. If dzx is given a specific value and z is
taken to be some specific number in the domain of f, then the numerical value of dy is determined.

Suppose that P is a point on a curve f(z) with coordinates (z, f(x)) and that @ is some point a little
further on the curve with coordinates (z + Az, f(z + Ax)). Let de = Az. Then, the change in y is

Ay = f(z + Az) — f(x).

Certainly, because f(x + Az) is the height of the point @Q; then, if we subtract the height of the point P, we
get the change in y as we moved from P to Q.

Now, dy expresses the change in the linearization of f(x), which for a concave down curve with positive
slope, would be larger than Ay.

In a concave down graph with positive slope, for example, let L(z) be a tangent to the curve at P.
So Ay < dy. The value of Ay is simply f(x + Az) — f(x), so the value of dy should be something like
L(z + Az) — L(x). However, the value of dy is f'(z)dz. So it must follow that

L(z + Az) — L(z) = f'(2) dz.

3.6 More on differentiation

Teorema (extreme value theorem). If f is continuous on a closed interval [a,b], then f attains an absolute
maximum value f(c¢) and an absolute minimum value f(d) at some numbers ¢ and d in [a,b].

Teorema (fermat’s theorem). If f has a local maximum or minimum at ¢, and if f/(c) exists, then f/(c) = 0.

Prova. We need to assume a local maximum and show the conclusion, then a local minimum and show the
conclusion, but both phases are similar, so we’ll write only one.
Let f(c) be a local minimum. So f(c) < f(z). Later. O

Definicdo. A critical number of a function f is a number ¢ in the domain of f such that f’(c) or f’(c) does
not exist.

Teorema (fermat’s theorem). If has a local maximum of minimum at ¢, then ¢ is a critical number of f.

From this, and supposing that we have implemented an algorithm to compute derivatives of functions,
then we can write a program that can answer the critical numbers of a function.

Teorema. Let f(z) be continuous on a closed interval [a,b]. (1) Compute all critical points in (a,b). (2)
Compute the values of f at
r=aand x =0b.

Now, the largest computed value in (2) and (3) is the absolute maximum; the smallest is the absolute
minimum.

Exercicio. Show that 5 is a critical number of
g(x) =2+ (x—5)%,

and show that g(z) has no local extremum at 5.

Solution. A critical number c¢ is one in which ¢'(c) = 0 or ¢’(¢) does not exist. We have ¢’(5) =0, so 5 is
a critical number.

Assume that 5 is a local maximum. Then g(5) > g(z) for all z in some open interval (5 —d, 5+ d), where
d > 0. Let < 5. Then

r—5<0
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Let x > 5. Then

r—5>0
(x—5)°*>0
2+ (z—5)3>2.

So there’s no neighborhood of 5 such that g(5) > 2.

Exercicio. Prove that 23 + 2 — 1 = 0 has exactly one real root.

Solution. Let f(xr) = 23 + 2 — 1. Notice that f(0) = —1 and that f(1) = 1. Since polynomials are
continuous, then there is a ¢ in (0,1) such that f(c) =0, so ¢ is a root.

Now, suppose that there are two roots, a and b. Since they’re roots, it’s true that f(a) =0 = f(b). Notice
that f is continuous on [a,b] and differentiable at (a,b) so there’s a number d in [a,b] such that f/(d) = 0.
But f/(z) = 322 + 1 > 0 for all z, so no real d is possible, and therefore, it’s false that there are two roots,
so there’s only one.

Exercicio. If f(x) has a minimum value at ¢, show that —f(x) has a maximum value at c.
Solution. If f has a minimum at ¢, then f(c) < f(x) for all z in the domain of f. Multiply this inequality
by —1 to get —f(c) > —f(z) for all = in the domain of f. So ¢ is a maximum for — f(z).

Exercicio. A cubic function is a polynomial of degree 3; that is, it has the form f(z) = ma® +nz?+ oz +p,
where m # 0. Show that a cubic function can have no more than two critical numbers. How many local
extrema can a cubic function have?

Solution. Polynomials are differentiable, so there is no real number ¢ to which f’(¢) does not exist. Notice
that f’(z) = 3ma? + 2nx + o which is is a quadratic equation which has only two roots maximum, so no
more than two critical numbers is possible. Every local extremum is a critical number, so no more than two
would be possible.

3.7 The mean value theorem

Rolle’s theorem says that a differentiable function that goes up and down has some ¢ such that f'(¢) = 0.
The up and down criteria is that f(a) = f(b) for a domain [a,b]. So let’s write the theorem.

Teorema. Let f be a function that satisfies: f is continuous on the closed interval [a,b], f is differentiable
on the open interval (a,b), f(a) = f(b). Then there is a number ¢ in (a,b) such that f’(¢) = 0.

Prova. We prove in three cases. Case one: let f(x) be a constant k. Then f’(x) = 0 and so any number ¢
in (a,b) can be taken. Case two: let f(z) > f(a) for some z in (a,b). I'm bored here. Let’s move on. O

The Mean Value Theorem should be called perhaps the Same Slope Theorem. I don’t really know why
the word “mean” was chosen; perhaps there’s more to it than what I know right now. The theorem says
that if f is very nice on [a,b], then there is a number in the interval to which a tangent to the curve has the
same slope as the secant AB — that is, a secant line from the a to b. The tangent would be parallel to this
secant line, then.

Teorema (mean value theorem). Let f be continuous on [a,b] and differentiable on (a,b). There is a ¢ in
(a,b) such that
f(b) — f(a)
1Y —
f (C) - b —a .
Exercicio. Suppose that f(0) = —3 and f'(z) <5 for all z. How large can f(2) possibly be?
Solution. We're given one point and a restriction for the slope of the function. Then we’re asked how

large can f(2) be? Geometrically, plot the number (0, — 3) and take your ruler and position it as if you were
going to draw a line with slope 5 — the maximum slope you can. Then, see how large f(2) could be.
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Now, precisely. In the interval [0,2], there is a number ¢ such that

Flo) = f(2;:£(0)
_f2)+3
)

But we’re looking for the highest value of f(2), so we will use our highest slope possible: 5. That is,

s f(2)+3
10 = f(2)+3
7= f(2)

Treés mignon, non?
Teorema. Let f/(z) =0 for all z in (a,b). Then f is constant.
Prova. Let z1 and z2 be any two distinct numbers in (a,b), so 1 < 3. Since f is differentiable on (a,b)

it is differentiable on (21, z2) and therefore continuous on [z1,22]. By the mean value theorem, there’s ¢ in
[x1, z2] such that
f(z2) — f(21)

f(e) = L2200,

To — T1
Since f'(z) = 0 for all =, then f’(¢) = 0. So
f(z2) — f(1)

T2 — I1
= f(w2) = f(x1)
f(z1) = f(z2).

So f has the same value at any two distinct numbers 1,22 in (a,b), which by definition means that f is
constant. O

0=

Corolario. Let f'(z) = ¢/(x) for all z in (a,b). Then f — g is constant on (a,b). That is, f(z) = g(z) + ¢
where c is a constant.

Prova. Let F(z) = f(x) — g(x). Then
Fl(z) = f'(z) —g'(x) =0
for all z in (a,b). So f(z) — g(x) is constant. O

Exercicio. Let f(x) = 1 — 2?/3. Show that f(—1) = f(1) but there is no number ¢ in (—1,1) such that
7'(e) =0,

Exercicio. Let f(z) = ¢/« be defined on [0,1]. Find all values that satisfy the mean value theorem.
Solution. The function is differentiable on (0,1), so by the mean value theorem there is a ¢ in (0,1) such
that

0)— f(1
oy = 1O
flle)=1.
£—2/3
Which number ¢ would be this one? It’s true that f'(z) = 7 So
—2/3
c _q
3
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1 =3
302_
1

1 2
277—0
+ L _
271 = ©

/1
But only o7 is applicable because 0 < ¢ < 1.

Exercicio. Show that x® + 10z + 3 = 0 has exactly one real root.
Solution. Let p(z) = x5 4+ 10x + 3. We first show that there is a real root. Notice that p(—1) = —8 and
p(1) = 14. By the intermediate value theorem, there is a ¢ in (—1,14) such that p(c) = 0, so ¢ is a root.
Now suppose that there are two roots: a and b. Since they’re roots, it’s true that f(a) = 0 = f(b). So,
by Rolle’s theorem, there is a d in (a,b) such that f’(d) = 0. Let’s find d. Since p/(z) = 52* + 10 > 0 for all
x, it turns out that no such d is possible. Therefore, there is no two real roots a and b. So there’s only one.

Exercicio. Show that 2% — 6z + ¢ = 0 has only one root in [—1,1].
Solution. Let f(x) = 2° — 6z +c. Suppose f(x) = 0 has two roots a and b in [—1,1]. Then f(a) = 0= f(b)
so by Rolle’s theorem there is a d in (a,b) with f/(d) = 0. So 0 = f/(d) = 5d* — 6 which implies

.[6
d=+{/2
s

which are both outside (a,b) because (a,b) subset [—1,1] and d is not in [—1,1]. So f(x) can have at most one
root in [—1,1].

This problem is different from the previous one because in the previous one, we're supposed to show that
there is one root, and here there could be none in that particular interval. For example, if ¢ = 5, we have
f(z) =2° —6x+5,50 z = 11is a root, but if ¢ > 5, then there are no more roots in that interval. Similarly,
if c = —5, we have f(z) = 2° — 62 — 5 and so z = —1 is a root, but if ¢ < —5, then there are no more roots
in that interval.

A good exercise here is to ponder how someone would come up with a question like that. That is, how
to construct equations from roots in a particular interval such that the equation has a particular degree?

Take a function such as f(x) = 22 — 1. We know that the roots of this function are —1 and 1, so

a3 n
— —z+c
3

Fo) = [ 1(o) do =
will have local extrema at —1 and 1. Now, if F(—1) > 0 and F(1) < 0, then by the intermediate value
theorem, we know that there is a number —1 < d < 1 such that F(d) = 0. Because we constructed F(z)

from f(z), we know that F'(x) has only the local extrema we want, so no more roots can exist in that interval.
Now, how can we make sure that F'(—1) > 0 and F'(1) < 0? Well, at —1, we have

3

—+1 >0,
3 +1l+c
SO
Si -2
c>-—1=—,
3 3
and at 1, we have
3
§—1+C<0,
SO
< 14—1 2
c< —= =-.
3 3
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So we need a number ¢ such that
2 e 2
——<ec< o
3 3
Now, suppose that you want your final equation to have a particular degree n. Then, look for a derivative
of degree n — 1. For example, suppose that n = 101. Then we need a function of degree 100. For example,
2100 — 1 will have roots at —1 and 1. What if you want to work with an arbitrary interval for the root to fall
in?
Suppose you want an interval like (—m,m). Then let x = m and
r=m
z—m=20

(x —m)? =0.

So evidently, we have +m as a root. Then we integrate the function to get
3

F(x):%—mx2+xm2+c.

Now by the intermediate value theorem, this is a function which has a root in (—m,m) for some particular
values of ¢. To find out which values of ¢ we need to choose, we compute

3

_? —m(=m?) + (—m)m*+¢c¢<0
—m3
3 2m® +¢ <0

3
c<%+2m3.

For the other part,

3

m?—m(mZ)+(m)m2+c>O
m? 3 3
?—m +m°+c>0
3
c> 3
So,
_33<c<%3+2m3.

I wouldn’t believe this if I were you. This seems rather fallacious.

Exercicio. Show that z* 4+ 4z + ¢ = 0 has at most two real roots.

Solution. A similar reasoning. Assume it has three: a,b,c. Then it’s true that 0 = f(a) = f(b) = f(¢).
So by Rolle’s theorem, there is a d in (a,b) such that f’(d) = 0, and there is an e in (b,c) such that f’(e) = 0.
The derivative of the function is g(x) = 23 + 4, and we must find two reals roots of this function; they would
be d and e. However, one root of g(x) is

x = v/ —4,
because
3 +4=0
3 =—4
x = v/—4.
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Now, let © < +/—4. Then

3 < —4
2344 <0,
and let z > /—4, so
2> —4
3 +4>0.

So to the left of /—4, g(x) is negative, and to the right g(x) is positive. So, g(z) will touch the z-axis only
once; there can’t be two real roots, then. Therefore, f(x) has at most two real roots.

Exercicio. Show that a polynomial of degree 3 has at most 3 real roots.
Solution. A polynomial of degree 3 is of the form

az® + bx® + cx + d.

Assume that it has four real roots. Then it’s true that

So by Rolle’s theorem, there are numbers p in (a,b), g in (b,c), 7 in (¢,d) such that 0 = f'(p) = f'(¢) = f'(r).
But f/(z) is a second degree polynomial with three real roots which is not possible.

Exercicio. Show that a polynomial of degree n has at most n real roots.

Solution. We know that a polynomial of degree 1 has 1 real root. So, if we try to prove this by induction,
at least we know that the proposition is true for n = 1.

Now, suppose that the proposition is true for some n = k. Let p(z) be of degree k + 1. Suppose that p(z)
has more than k + 1 real roots; they are r1,r9, ..., k+1,Tk+2. Then

0=p(r) = ... = p(rri2)

and by Rolle’s theorem it’s true that

0=p'(c1) = ... =P (crt1)-

But if p is of degree k + 1, then p’ is of degree k, and cannot have k + 1 roots. So it’s not true that p(z) has
more than k + 1 real roots. Therefore, it has less or equal to k£ + 1 roots.

Proofs by induction may seem fallacious sometimes. One could object here that we cannot base our
argument on the fact that p’ of degree k cannot have k + 1 roots because it is the same thing that we're
trying to prove.

That’s an unfair objection, however, because we tested for n = 1 and it was true; then we assumed to
be true for all polynomials of kth degree that they don’t have k + 1 roots, so it’s true under that scope of
the proof. From that assumption, we showed that the same could not happen to p of degree k£ + 1 and with
everything altogether, we concluded that a polynomial of degree n has at most n roots.

In fact, I seldom use the letter n twice in a proof by induction; instead, I use k for the assumption when
I'm trying to show that something is true for £ + 1. This way I avoid getting confused with the n of the
proposition and raise the objection that I'm assuming what I'm trying to prove.

Exercicio. Suppose that f is differentiable on R and has two roots. Show that f’ has at least one root.
Solution. If this proposition is true, then it means that a differentiable function of degree 2 or more
changes direction at at least in one point. Call the roots of f by a and b. So

fla)=0=f(b).

By Rolle’s theorem, we have that f/(c) = 0 for some ¢ in (a,b).
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Exercicio. Suppose that f is twice differentiable on R and f has three roots. Show that f” has at least
one real root.
Solution. Let a,b, and ¢ be in C. So

0= f(a) = f(b) = f(c).

By Rolle’s theorem, we have f/(d) = 0 for some d in (a,b) and f’(e) = 0 for some e in (b,c). So these are
two real roots of f’. Since f is twice differentiable, we can differentiate f’ to get f”. Since f'(d) =0 = f'(e),
then by Rolle’s theorem, there is an i in (d,e) such that f”(i) = 0, so f” has at least one real root. We may
try to generalize this.

Teorema. Suppose that f has n roots, and is differentiable on Rn — 1 times. Then f*) has n — k real roots
where 0 < k <n—1.

Let’s test our generalization. Let f(z) = 27—1. This polynomial has 7 roots and is 7—1 times differentiable
on R. Then, by our generalization, it must be true that f’(z) = 2® has 7 — 1 real roots, f”(x) = 2° must
have 7 — 2 real roots, f(3)(z) = 2* must have 7 — 3 real roots and so on until f(®) = 2 which must have one
real root. The generalization seems to work. Can we prove this now? Hmm, I don’t know.

3.8 Even more on differentiation

It’s interesting to notice that the mean value theorem is used in many applications. There is a variety of
problems in which the mean value theorem can be used; one challenge is to recognize when you can use
it; we’ll describe some interesting problems in which the mean value theorem can be used as a path to the
solution. Let’s start by looking at the proof of the following theorem.

Teorema. If f/(x) > 0 on some interval B, then f is increasing on B. If f’(z) < 0 on B, then f is decreasing
on B.

Prova. Let x1,x9 be in B such that x; # z2, so we may assume that z; < 3. We must show that
f(z1) < f(z2). Assume that f/(x) > 0, and notice that f is differentiable on [z1,22]. So by the mean value
theorem, there is a ¢ in [z71,22] such that

() (xg —x1) = f(22) — f(21).

Notice that f/(c) > 0 and notice that o —x1 > 0 too. So the left side of the equation above is positive and
therefore the right side must be as well; that is, f(z2) > f(x1), and we're done. For a decreasing function,
we need only repeat the proof flipping the notation around. O

Let’s see more problems in which I think that the mean value theorem would provide a way to a solution.
The next three are of a pretty interesting type of problem, and we already solved one of the same kind, I
think.

Exercicio. Suppose f(1) =10 and f'(x) > 2 for 1 < z < 4, how small can f(4) possibly be?

Exercicio. Suppose f is continuous on [2,5] and 1 < f/(z) < 4 for all z in (2,5). Show that 3 < f(5)— f(2) <
12.

Exercicio. Does there exist a function f such that f(0) = —1, f(2) = 4, and f/(z) < 2 for all z?

Exercicio. Show that tanz > z for 0 < z < /2.
Solution. We're going to show that tan(z) — x > 0. We know that

sen(x)

tan(x) = cos(2)”

Asz — 0,tan(x) — 0. As x — 7/2,tan(x) —x — oo so if I can show that tan(x) — z is increasing on (0, 7/2),
then we know that
f(z) =tan(z) —x >0
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is true for all  in (0,7/2) which makes tan(z) > x true for all z in (0,7/2). We look into f’(z) then. We
have

f'(z) =sec?(x) — 1 =1/cos*(x) — 1
which is only zero when cos?(x) = 1 which happens at x = 0, but 0 is not in (0,7/2). So, for z in (0,7/2),
f'(z) is always positive. Therefore, tan(z) —z > 0 for all = in (0,7/2) and so tan(z) > « for all  in (0,7/2).

Exercicio. Prove that for all z > 1,
1
2Vx >3 — —.
x

Solution. We will show that 2/ —3 4+ 1/x > 0 for x > 1. When « = 1 we have f(z) = 0. As

x — 00, f(x) = co. It’s true that
1
- .

Sl -
8

Now, when f’(x) = 0? Never. We have that

for all z > 1. So f/(z) > 0 for all > 1. So f(z) is always increasing on (1,00), so 2v/z > 3 — 1/ for all
x> 1.

Exercicio. Suppose that f and g are continuous on [a,b] and differentiable on (a,b). Suppose also that
f(a) =g(a) and f'(z) < ¢'(x) for a < x < b. Prove that f(b) < g(b).
Solution. We're going to consider h(x) = f(z) — g(z). What’s h(a)? It’s
h(a) = f(a) — g(a) =0,

because f(a) = g(a). It’s true that h(z) is continuous and differentiable on (a,b), so we can apply the mean
value theorem to say that there exists a number ¢ in (a,b) such that

h'(c) = f'(c) = g'(c)

_ h(b) - ha)
b—a
_ f(b) —g(b) — f(a) + g(a)
b—a '

We know that b—a > 0. We also know that f/(c) — ¢'(¢) < 0 because f'(z) < ¢'(z) for a < z < b. So it must
be true that

f(0) = g(b) = f(a) + g(a) <0,

otherwise f'(c) — ¢’(c) would be positive. So, we write

f(b) —g(b) = f(a) + g(a) <0
f(b) = g(b) = (f(a) — g(a)) <O
f(0) —g(b)—0<0

f(b) < g(b),

as desired.

Exercicio. Show that 14z <1+ 2/2if z > 0.
Solution. We'll look into f(z) = /T +x —1—2/2 < 0. At 0, we have v/1 — 1 = 0. As 2 — 0o, we have
f(z) = —oo. So we must show that f’(z) is always decreasing.

We have
1 1

f(x) = St itz T

Is it ever zero? It is when /1 + x = 1 which only happens when x = 0, but we don’t care about x = 0. We

must show then
2vV1+x > 2.
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That is, we can show that /1 4+ z > 1 for all > 0. It indeed is because /1 + x > 1 implies 1 + 2 > 1 which
is true whenever z > 0. So f/(z) < 0 for all z > 0. So we’re done.

Exercicio. Suppose f is an odd function and is differentiable everywhere. Prove that for every positive
number b, there exists a number ¢ in (—b,b) such that

(b)

1(e) —
Solution. By the mean value theorem, there’s a ¢ in (—b,b) such that
f(b) = f(=b)
(o) —
Fle) =775
But since f is odd, then we may rewrite that as
f() + £(b)
!
FO="0
_2f()
2b
_ )
b 9

as desired.

Exercicio. Prove that |sena —senb| < |a — b for all @ and b in R.
Solution. By the mean value theorem, there’s a ¢ in (a, b) such that

sen(b) — sen(a)

sen’(c) = —

We know that sen’(c) = cos(c) and that |cos(c)| < 1. Now, take the absolute value of the equation above to
get

sen(b) — sen(a)
| cos(c)| =  b—a
_ |sen(b) — sen(a)]
b —al
|b — al| cos(c)| = | sen(b) — sen(a)].

Since | cos(c)| < 1, then it’s true that
|b — a| > |sen(b) — sen(a)|.
Exercicio. If f'(x) = m for all z, where m is a constant, show that f(z) = ma + n for some constant n.

Exercicio. A number m is called a fixed point of f if f(m) = m. Prove that if f’'(z) # 1 for all real numbers
x, then f has at most one fixed point.

Teorema. Suppose f” is continuous near ¢. Then if f'(¢) = 0 and f”(¢) > 0, then f has a local minimum
at ¢, and if f'(¢) =0 and f"(c¢) <0, then f has a local maximum at c.

Notice that the theorem does not mention any case when f”(c) = 0. That’s because we cannot say much
when this is the case. The same situation happens when f”(c¢) does not exist. But the first derivative handles
all these difficulties.

Exercicio. Assume that all functions in this proposition are twice differentiable and that their second
derivatives are never zero. If f and g are concave upward on B, show that f + g is concave upward on B.
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Exercicio. Assume that all functions in this proposition are twice differentiable and that their second
derivatives are never zero. If f is positive and concave upward on B, show that [f(z)?] is concave upward
on B.

Exercicio. Assume that all functions in this proposition are twice differentiable and that their second
derivatives are never zero. If f and g are positive, increasing, concave upward functions on B, show that fg
is concave upward on B.

Exercicio. Assume that all functions in this proposition are twice differentiable and that their second
derivatives are never zero. Suppose that f and g are both concave upward on (—o0,00). Under what
condition on f will the composite function h(x) = f(g(x)) be concave upward?

Exercicio. Show that a cubic function always has exactly one point of inflection. If it has three roots, show
that the x coordinate of the inflection point is (z1 + z2 + x3) / 3.

Exercicio. Prove that if (m,f(m)) is a point of inflection of f, and f” exists in an open interval containing
m, then f”(m) = 0. Stewart suggests: apply the first derivative test and fermat’s theorem to the function

g=1r"
Exercicio. Show that if f(z) = 2%, then f”(0) = 0, but (0,0) is not an inflection point of the graph of f.
Exercicio. Show that g(z) = z|x| has an inflection point at (0,0) but ¢”(0) does not exist.

Exercicio. Suppose that f” is continuous and f'(m) = f”(m) = 0, but f”(m) > 0. Does f have a local
maximum or minimum at m? Does f have a point of inflection at m?

Exercicio. Find a function f whose f’ and f” are always negative.

Exercicio. Find a cubic function f(z) = ma® + nz? + px + ¢ that has a local maximum of 3 at —2 and a
local mininum of 0 at 1.

Solution. The requirements for f'(x) are f'(—=2) = 0, f’(1) = 0 and f'(x) = 3ma? + 2nz + p. Also,
f(=2) =3 and f(1) =0. So we need

-8m+4n—2p+q=3
m+n+p+qg=0
12m —4dn+p+0=0
3m+2n+p+0=0.
This system gives us m = 2/9,n = 1/3,p = —4/3,q = 7/9. So the function that we want is f(z) =
(2/9)x® + (1/3)x? — (4/3)x + (7/9).

3.9 Limits at infinity

Definicdo. Let f be a function defined on some interval (m,c0). Then

lim f(z)=1L

Tr— 00

means that for every e > 0, there is a number n such that
if x > n then |f(z) — L| <e.
Definicdo. Let f be a function defined on some interval (—oo,m). Then

lim f(z)=1L

r——00
means that for every e > 0, there is a number n such that

if x < n then |f(z) — L| <e.
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Definicdo. Let f be a function defined on some interval (m,00). Then
i J(a) = o
means that for every positive M, there is a number n such that
if x > n then f(x) > M.

Teorema. If r > 0 is a rational number, then
1

lim — =0.
z—oo T

If r > 0 is a rational number such that =" is defined for all x, then

3.10 Drawing functions

We have enough tools to draw functions now. Let’s look into the things which we need to draw functions.
We need the critical numbers. With the critical numbers, we break the real line up into intervals delimited
by the critical numbers. We then look at the first derivative of the function at each of these intervals; we
then determine whether f is increasing on each of these intervals.

So we now have a clue of the way that the function travels in the plane of Descartes, but we need to know
when it goes up and when it comes down and when it simply slows down and keeps going: we the extreme
values; we need the local maxima, local minima and the absolute ones if they exist.

But to find the local extrema we need only the first derivative. We observe the critical points in which the
function changes sign; that is, when it changes from increasing to decreasing or from decreasing to increasing.

3.10.1 An algorithm

Let f(x) be a function. Determine the domain of f(z). Then look for y-intercepts, if possible, and find out
where the curve touches the y-axis. Mark these points.

Look for symmetry. Is it odd? Is it even? Find out, if you can, and keep that in mind making wise
decisions: if it’s even or odd, we draw only for z > 0 and we use a mirror later.

Look for periodicity. Is there a period? Which one?

Look for asymptotes. Are there vertical ones? Are there horizontal ones? Find them. Are there slant
asymptotes? If so, find them.

Compute f'(z). Find all critical numbers. Solve f’(x) = 0. Break the real line into as many intervals as
possible from the solutions. Determine where f’(x) is positive and where f’(z) is negative. Find all local
maxima and all local minima.

Compute f”(z). Find all inflection points by computing whether f”(z) > 0 or f”(x) < 0. Look at f'(x)
when f”(x) = 0. Convince yourself that you need not a new division of the real line to look into f”(z).

Draw f(x); sketch the asymptotes; plot the intercepts, maximum and minimum points, and inflection
points. Make the curve pass through these points, rising and falling according to the information given by
f'(z), and according to the information given by f”(z). If additional accuracy is desired near any point, you
may compute the value of f/(z) there, since they should be close enough; notice that the tangent indicates
the direction in which f(z) goes.

3.11 Slant asymptotes
Defini¢do. A slant asymptote is a line y = max + b of a function f(z) if and only if

zhﬁngo(f(:zr) — (mx+0)) =0.

This definition says that if the two curves — f(x) and y — get closer and closer as & — 0o, then y is a slant
asymptote of f(x). One way to compute where two curves get closer and closer is to find out whether the
distance from the points in one curve to the other — that’s what the definition does, in fact.
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Perhaps the challenge is when to recognize that we have a slant asymptote. For example, we’ll have
slant asymptotes when the degree of the numerator of a rational function is one more than the degree of the
denominator.

Exercicio. Show that

3
x

fla) = 2 +1

has a slant asymptote.
Solution. Perform long division to find that
3 x
fl@) = 211 02yl

Notice that

x

———— = 0asz — oo.
x2+1

So f(z) —x — 0 as * — oo, and y = x is a slant asymptote of f(x).

Exercicio. Draw f(z) = #2/3(6 — x)'/3.
Solution. We'll follow exactly what we defined above. We need the critical numbers, so we will find out
where f’(x) fails to exist, and where f'(z) = 0. Let u = 22/, v = (6 — 2)/3. So

fl(x) =u'v+u

(2/3)a™ 36 — 2)"/® + 2% (=1/3)(6 — @) >/
44—z

S/ x(6 — x)?

So we now know that the we have critical at x = 0,2 = 4, and x = 6. Our intervals are

Now we know where it goes up and down, and so we have the local minima and the local maxima. We
have a local minimum at x = 0 because it goes down in the negative side of = and goes up after touching
x = 0. We have a local maximum at = = 4 because note that as it goes over x = 4, it changes from going up
to going down.

Now, what does f(x) look like? So far, I can say that it comes down from the left side and it will have
a cusp at 0 because the f is continuous at z = 0, but not differentiable there — we have a vertical tangent
there —, so that’s a fair guess. From that point, it goes up and to

f(4) = (2-2)32Y/3 = 25/3 ~ 3.1748,

and it is differentiable at that f(4), so I can say that it has a “smooth” high point at y ~ 3.1748, and then it
comes down forever with a nondifferentiable point at x = 6 which gives us a vertical tangent there as well.
Let’s see if we can get more information.

Can f”(z) gives us any more clues? Yes, f(z) can tell us about the concavities of f(x). Computing

[ (@), we get
" —8
fix) = 2436 — z)5/3”

Now we check where f”(x) is positive and where it is negative. It is never zero, but it may be undefined at
z =0 and « = 6. Building a table, we see the following behavior.

So it’s positive when x > 6, and negative to the left side. So f is concave down when x < 0, concave
down when 0 < 2 < 6 and concave up when > 6. Now we’re able to draw a accurate enough graph.

Exercicio. Suppose you're given a formula for a function f. How can you tell where f is increasing or
decreasing? How do you determine where the graph of f is concave upward or concave downward? How do
you locate the inflection points?

Solution. First, look at f’. Break the real line in as many intervals as necessary given by the zeroes of f’
and where f’ is not defined — the critical numbers of f. If f’ has n critical numbers, you get n + 1 intervals.
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Pick a number in each of these intervals and notice where f’ is positive and negative. If positive, then f is
increasing, if negative, then f is decreasing.

Second, look at f”. Find the critical numbers of f’. Break the real line into as many intervals as required
by the number of critical numbers of f’. Notice where it is positive, and where it is negative. Where it is
positive, f is concave upward; otherwise, downward.

Third, using the second part, notice where it changes sign; we have an inflection point only at the points
where it changes sign.

3.12 Optimizing things

If you have a function that describes something, then you can look for the absolute maximum and mininum
and you’ll have a clue of where in the input of the function you have a maximization or a minimization of the
output. Finding minima and maxima values is actually not too hard, but finding the functions is sometimes
tricky, as we should expect, because to describe phenomena in the universe requires considerable skills.

Exercicio. Find two integers whose difference is 100 and whose product is a minimum.

Solution. Let z,y be integers with < y. Then y — 2 = 100. We want to minimize f(z) = zy. We know
that y = 100 4+ z. So f(x) = (100 + z) and f'(z) = 2z + 100. Now f'(z) is zero when x = —50, and there
y = 150.

So 150 — 50 = 100 and the product is 150-50 = 7500. We’re done. We could object to this solution saying
that we’re not sure whether x = —50 is a minimum, but possibly a local extremum. That’s futile, though,
because f(z) is a parabola concave upward, so I know that where f’(z) = 0, we do have a local mininum.

Exercicio. Find the point on the line y = 4z + 7 that is closest to the origin.
Solution. Here we’re required to develop a distance function, and for the plane of Descartes, we have the
famous

d=+/(a—0)2+ (b—0)2.

We want the distance from a point on y curve to the origin. To find the distance, we need the point (a,b)
which is common for both functions; that is

d= /2% + (4z + 7).

Now, differentiating d is harder than differentiating d? = 2% + (4x +7)?, so we will work with d? because they
both share the same minimum — but notice that this is not true in general; for example, f(r) = 22 — 1 and
f(x)? = (2% — 1)? don’t share minima. We have (d?)’ = 2x + 8(4x + 7) which has a zero when x = —28/17,
so the point is (—28/17,7/17).

Exercicio. Find the points on the hyperbola y? — 22 = 4 that are closest to the point (2,0).

Solution. T’d like to see the hyperbola first. So I'm going to graph it. This hyperbola is symmetric about
the z-axis and about the y-axis because y?> — 22 = 4 = (—y)? — (—x)2. Let’s consider just the y > 0 of the
plane of Descartes.

We know that the curve touches y = 2 because if = 0, then y = V4. As  — 00, y — 00, so there’s no
horizontal asymptote — nor any vertical one. There may be slant asymptotes.

We compute
, x

V= VA + 22’
which is zero when z = 0, so = 0 is the only critical number. We compute

" Va+ 22— 224+ xz)’l/2
Y 4+ 2

)

which is never negative. From 3’ and y”, we conclude the following table.
So, there’s a local minimum at 0, and no inflection points. What about a slant asymptote? If there’s
one, and it’s g(x), then it must be true that

lim v4+ 22— g(z) =0.

Tr—r 00
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Suspecting that g(z) = 2z will do, we let g(z) = v4 + 22 4+ 2. Then

\/m—x:(\/m—x)-&

q(z)

~—

4+ 22 — g2

B Vi+ 22+
4
Vit iZix

as r — oo because (4+x2) — oo, and v/4 + 22 as well, and certainly does x. So g(x) = z is a slant asymptote.
Now we have a pretty good idea of what it looks like. Let’s begin then. The distance from (2,0) to the

hyperbola is given by
d=+/(x—2)2+y2

To work with only one variable, we must notice the points we are interested in considering are simply the
points of the hyperbola, so we may replace 32 in d by 4 + z2. So

d=+/(z —2)2 + 4+ 22.
But it’s easier to work with
d* = (z —2)% + 4+ 22,
and we can since they share the same minimum. We now minimize d? by computing (d?)" = 4z — 4, which

is zero when z = 1. So the closest points to (2,0) are (1,v/5) and (1, — v/5).

Exercicio. Find the dimensions of the rectangle of largest area that can be inscribed in a circle of radius 7.

Solution. The formula of a circle is 22 4+ y? = r?. We can position this circle at the origin of the plane of
Descartes. Then we can work with y = v/r2 — 22 which is half of the circle. Notice that the height of the
rectangle will touch the circle — it’s inscribed, and it only makes sense this way, since we want to maximize
the area. So, if a rectangle has area A(z,y) = zy, then we will be working with

A(z) = 2212 — 22

Now we have a function of one variable which we wish to maximize. To maximize it, we take its derivative

which is )
2z
Allr) =212 — 2?2 — ———.
(2) = 2v/ —_—
2
This function is zero when z = Q So the largest area is

Solution. Without computing too much, let’s develop the algorithm required. The area of a triangle is

A(z,h) = %

In order to work with a single variable, we need h with respect to z. We know that one side of the triangle
will have length v/h2 + 22. We know that the height of the triangle will always touch the ellipse, so

h=uy.
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We can replace y by computing
a’y? _ 2
[
22 + a%y? = b2a?
a®y? = bPa? — bPa?

2:627 b2$2

%+

Y )
b2z?
Yy = b2 - a2
Therefore,
2 2
x4/ 0% — b Z
A _ a
(x) >

Now maximize it to get all = such that A’(x) = 0. Hopefully, there’s only one that makes sense. The answer
will be with respect to the constants a and b. Plug the answer in A(z) to get the largest area.

Hmm, nope. This solution is fallacious. The solution assumes that the triangle will only take the space
possible in half of the ellipse. We may get a larger triangle by using the other half too; I don’t know if that
wouldn’t happen, though. I don’t know.

3.13 Applications to economics

Suppose that the cost of feeding = people in Brazil is described by
C(z) = 0.32% — 227 4 20.

This function has a local minimum at z = 4 4+ 4/9. We could, therefore, think that this is the exact point
that we should produce — so that we can take advantage of low cost level, but as we shall see, there is
another interesting point of this function which seems to be the an optimized way to produce with respect
to cost per unit.

Let’s consider the function

c(x) = C(z)/z,

which is called the average cost function. By dividing C'(x) by z, we are looking at the cost per unit. That is,
if a supplier gives us a discount for buying a lot, we simply pretend that the price per unit is lower. Therefore,
looking at ¢(z), we would want to produce z units such that z is a local minimum of ¢(x). Correct?

We see that the minimum of ¢(x) is not the same minimum of C(x). Why would it be? They are different
functions. Also, let’s take both minima and compute how much it would cost to produce z units in both
functions.

The average cost function is

c(x) = O(x)/z = 0.32% — 2z + 20/

and it intersects the marginal cost function at x = 4.78. Now, let’s compare. We have C'(4.78) = 7.06, while
C(444/9) ~ 6.83. But we have ¢(4.78) ~ 1.47, while ¢(4 + 4/9) ~ 1.53.

So, it is worth producing a little more in order to get a lower unit cost — even though the cost of
production is increasing a bit. Perhaps because this function is a little unusual, it shows this behavior, or
perhaps it doesn’t make much sense otherwise.

Notice that picking a local minimum at the cost function doesn’t make too much sense. Suppose, for
instance, that the minimum shows up close to 0. Will us produce almost nothing just to get the best price?
Probably not. Also, notice that C'(z) is a very unusual cost function; most cost functions don’t have local
minima, I'd say — it’s very unusual to buy, say, 10 and pay 10, and then getting a cost of 5 for buying 20
from the same supplier.
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4 Integrais

Antes de definir a integral, é util discutir a notagao tipicamente usada.

4.1 Sigma notation

We’re about to study about integrals. It will be useful, therefore, to look into sigma notation used in Riemann
sums. If we want to write 234+ 3% + ... +n3, we pick an index i and we replace the sum by

n
§ i3,
1=2

The letter n used in the sum must not be confused with the letter n used in limit expressions which is seen in
Riemann sums. Suppose that we're computing an approximation of the area under some curve f. We write

A= f(x)Ax + f(xo)Ax + f(as)Ax + f(xg)Ax.

Using n rectangles, we get
A= f(x1)Az + ... + f(x,)Az.

To write this as a sum, we let i be an iterator, and so ¢ goes from 1 to n. That is
n
A= Z fz)Az.
i=1

Now, if we want to increase n forever, we say so by writing

n

A= nh_}rrgo ; f(z)Az.
Notice now that we have an exact area. These sums are called Riemann sums because Bernhard Riemann
was calculating “areas” this way, I think. It is indeed a very remarkable technique. What we call a Riemann
sum, though, is always an approximation to an area; that’s what we call it today. Perhaps Riemann was
already taking limits to find exact areas.

By the way, the word “exact” used in conjunction with area is a mathematical exactness. We defined the
area under a curve to be the integral of the curve over some interval — so, the function must be continuous
on that interval. So it is exact because it is by definition anyway. The definition of an integral, as we shall
see, is what we see above: the limit, as n — oo, of a Riemann sum with n rectangles.

5 A definicao de integral

Let’s first observe what the definition is; let’s look at its words and symbols, and after that, let’s talk about
ways of thinking of it.

Definigdo. Let f be a continuous function defined on [a,b]. Break this interval into n equal pieces so that
each piece will have a length of Az = (b—a)/n. Let xy, ..., 2,, be the endpoints of these subintervals and we

choose arbitrary points z7, ..., 2}, in these subintervals an define the integral of f from a to b as

n

b
/a flz) de = nl;rgozlf(xT)Ax
i—

When f(z) > 0 for all z in [a,b], then a definite integral is an area; that is, a definite integral is a number;
it signifies a quantity; an amount of squares of some unit such as meters. If that’s not the case, then we
may get a difference of areas, or perhaps a completely negative area. The latter case if when f(z) < 0 for
all x in [a,b]. None of these cases is any problem; it’s a matter of interpretation. Mathematics is not really
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concerned with these interpretation; mathematics is concerned with definitions and theorems, but I don’t
mean mathematicians. I believe that mathematicians are very much concerned with these interpretations,
but “negative area” is not problem for a mathematician. If a negative balance in your account if money that
you owe, then a negative area is an area that you don’t have.

We talk about these arbitrary points in the definition because they are really arbitrary; that is, we can
pick any points in these subintervals whatsoever. In cases when our function is a table of values, then we
will of course pick the points in which we have values; a table of values is a very discontinuous function.
What I mean is that we have a finite number of points in which the function is defined, so the function is not
continuous anywhere. So we can’t integrate it; but we can get an approximation, anyway; as Riemann used
to do. In situations such as this one described, we are indeed picking arbitrary points. In an abstract case; in
cases where we're dealing with mathematical functions, we will indeed choose equally spaced points if we're
going to integrate directly through Riemann’s technique. The truth is that for mathematical functions, we
integrate using our integration methods, but numerical integration is always useful for when we don’t have
a continuous function to work with.

Some discontinuities can be resolved. For example, suppose that a function is continuous on an interval
[a,c) and continuous on an interval (c,b]. That is, the function is continuous on [a,b] except at c. Suppose
now that the limit of the function as we approach ¢ exists and has value L. Then we may, simply... hah, I
don’t know if we can do what I'm thinking. For a non-abstract case, indeed; but for an abstract function, I
don’t know. What I had in mind was to patch the function, but if we patch it, we have now a continuous
function and then of course we can integrate. (What if we patch it in a way that doesn’t make it continuous,
though? We should pursue this just to see what would happen.)

When we use Riemann’s technique to integrate, we often pick the midpoints of the n subintervals we
choose. That’s because for some common functions, we actually get a pretty good approximation of the area
by picking the midpoints.

5.1 Properties of integrals

In our definition of the definite integral, we assumed that the lower limit is a point on the z-axis which is
more to the left of the upper limit, but a Riemann sum makes sense even if the lower limit is greater than
the upper limit. Suppose we want to integrate over an interval [a,b], but we want to start from the right and
add to the left; then Az changes from (b — a)/n to (a —b)/n. So

/baf(x) d:c/abf(x) dx.

a
/ f(z) de = 0.
a
Also, integrating a constant, is the same as computing the area of a rectangle because a constant function is
a straight line. So, if the interval is [a,b], then the integral will be equal to ¢(b — a), where ¢ is any constant.

Also, the sum of two integrals is equal to the integral of the sum of two functions over the same interval.
You can always concatenate adjacent intervals as says the property

/:f(x) dx—i—/cbf(x) dx:/abf(a:) da.

/abf(:r) dx > 0.

This makes total sense, no? Similarly, if f(z) > g(x) for [a,b], then

/a ' fla) do > / ' @) da.
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Suppose now that m < f(z) < M for [a,b], where m and M are constants. Then, by using the property

defined above, we can write
b b b
/ mdazg/ f(x)d:cg/ M dzx,

b
m(b— a) §/ flx) de < M(b—a).

which in turn implies that

which has a meaningful geometric interpretation. This property is very useful to estimate integrals. It also
allows us to start a chain of reasoning if we're dealing with areas or integrals, since all integrals have this

property.
Suppose for instance, that we want to estimate the area

/14\/5dx.

Since /x is defined on [1,4], then we can use the “closed interval theorem” to get the absolute minimum and
absolute maximum of the function in this interval. So it’s true that

1(4—1)</4\/:de<2(4—1)
3§/4\/de§6.

So the area we're looking for indeed lies between the 3 and 6 units square, or is 3 or 6 units square.

Let’s estimate some integrals now, using Riemann sums. Suppose that f(z) =2 — 22 for 0 < x < 2. We
will take the right endpoints as heights for the rectangles. We have each Az = 2/4 = 1/2. So our heights
will be computed from 1/2,2/2,3/2,4/2. The ith height will be ¢/2 from i =1 to i = 4. So

1l (3)]-

Now, if we would use n rectangles, then we would get a Az = 2/n. Each height will be computed from
2/n,4/n,6/n,...,2n/n. So, we get a formula for a Riemann sum, which when taking the limit, we find

n

. 2 2i\*] 4 3
nhﬁn;o;n{Q <n> } —3—1—|—9.
Suppose that f(z) = 3z — 7 for 0 < x < 3. Let’s compute the integral by using Riemann sums. We will
break the interval down in n pieces, so each piece will be 3/n. Using the right endpoints, we will compute
the heights from 3/n,6/n, 9n, ..., 3n/n. In general, we will compute the heights from 3i/n from 1 to n. In
symbols, we have

L3927

lim — — = —

n—00 N, 4 n 2
=1

Suppose that f(z) = z — 2sen(2z) for 0 < x < 3. In general, Az = 3/n. So the heights will be computed
from 3i/n from 1 to n. In symbols, we have the integral equal to

o 33 - 6i

I don’t know how to compute the second sum. The sine function seems to complicate matters to me. I
would, of course, start by looking for a pattern there, and rewrite the sine function as a new sum involving
the pattern of values that I found by computing many sine function calls from the values that interests us;
perhaps this way we would be able to get rid of the sine expression.
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Let us now turn ourselves to the midpoint rule. Suppose that we want to compute the area under 2 — 22
for 0 < 2 < 2 with 4 rectangles. Dividing a distance of 2 in 4 pieces will yield a 1/2 distance for each piece.
We are interested in the midpoints of each of these pieces, so we will start with the midpoint between 0 and
1/2 which is 1/4; the next will be (1/2 4 1)/2 = 3/4; the next will be 5/4. In general, we have (2i 4+ 1)/4
where ¢ ranges from 0 to 3. Therefore, we have

3 1o (241)] <o

=0

which is a pretty good approximation, considering the amount of rectangles we're using.

Exercicio. Estimate fow sen(y/x) dz.
Solution. We will compute a Riemann sum with 5 rectangles by using midpoints to compute heights. So

we write
4

10
/ sen(y/r) dx ~ Z2(sen(\/2i +1)) ~ 6.64.
0 i=0
Because the interval goes from 0 to 10, we chose to divide it in 5 pieces so that we can get simple looking
expressions; we have, for example, Ax = 2, and the heights, computed from midpoints, are expressed 2i +1
where ¢ goes from 0 to 4. The integral itself is approximately 6.28, so we have a pretty good approximation.

Exercicio. Estimate ff V1+ 22 dr.

Solution. We will compute a Riemann sum using 10 rectangles. We will have a Az = 1/10. We will
compute the heights by using the midpoints of each subinterval. The first left endpoint is 1, and the second
is 14+ 1/10 = 11/10. The second left endpoint is 11/10 4+ 1/10 = 12/10, and it goes on like that. The first
midpoint is (1 + 11/10)/2 = 21/20. The second midpoint is (12/10 4+ 13/10)/2 = 25/20.

It is not clear to me what the ith midpoint will be. We will then develop some algebra here to see if we
can have a general form for midpoints, and then come back to solve this problem.

5.2 Interval patterns in Riemann sums

The length of each rectangle is usually computed by dividing the interval [r,s] in n pieces. So Az = (s—r)/n.
Now, what is the first point of the interval? It is certainly r. The next point will be r + (s — r)/n, and the
next will be r + 2(s — r)/n, and the next will be r 4 3(s — r)/n. Therefore, the ith will be r +i(s —r)/n. We
are interested as well in the midpoints.

So we need to half of the sum of two adjacent points. That is,

(S N R

n n

2

But notice that this is a formula for midpoints, not a pattern. We want a pattern as well, so that we can
write a Riemann sum right away. In order to find a pattern, we will look at some values of i. When i = 1,

we have
1 s—r s—r 1 s—r s—r
={[r+0- + |r+ =-|2r+ =r+
2 n n 2 n 2n

and the sequence goes as

_ _ _ 2i L 1)(s —
T+(s r)7r+3(5 r)7r+5(s T>7...,r+(l+ )(s 7")’
2n 2n 2n 2n

where i starts at zero. Now, we must discover what is the last value of 7. Would it be simply n? Or perhaps
n — 17 I say that we will have n midpoints; I also say that the first is obtainable by i = 0, so the last must
be obtainable by i = n — 1. No? I think so. We’re now with enough tools to work on that previous problem.
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Exercicio. Estimate ff V1+ 22 de.
Solution. We will compute a Riemann sum using 10 rectangles. We will have a Az = 1/10. By the work
we’ve done above, we will have the heights as

(20 +1)(s—7)
+ 2n

where 7 = 1,s = 2, and n = 10. Then, we write the Riemann sum as

9 . 2
1 \/ ( 2 + 1)
— 1+(1+ ~ 1.81
10 21,:0 20

Exercicio. Evaluate fjl 1+ 3z dx.

Solution. We now want the integral really; but since we don’t have techniques yet, we will compute it as
Riemann used to do. By the work we developed above, and knowing that we’re working with n subinterval
of length 6/n, our heights will be

. (2i4+1)(s—1)

2n ’
where r = —1,s =5, so
3(2i+1
71+ ( Z—"_ )’
n
and then we can compute
- 2i+1
lim 62{1+3<1+ 3’(”))] = 42,
n—oo N n

i=1

Now, if we’re suspicious of the formula above for the midpoints, let’s pick the right endpoints which will be

the following sequence —1 +6/n,—14+2-6/n,—1+3-6/n, ..., —1 + 6i¢/n. So we write
6 6i
Jim ; {1 + 3(—1 + n)} = 42,

and as a final check, let’s carefully compute as
n

/51+3xd:17 1'm621+3 1+6i
= 11 — — —
n—oo n n

-1 i=1

6w 18i
:nlnsong[l—“n}

6 — 6 18i
:nll—?oloﬁg_2+52%

i=1

) 60 + 48 o .
:nlgrgo<—12—|— 3 Zz)

- [ 95 ()]

n—00 2

= lim {12 + 108(1 + 1>}
n— oo 2 n

= —124 54 = 42.

So perhaps we may now trust the pattern developed above for midpoints.

w/4 /4
/ sen®z dx < / sen? z dz.
0 0
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Solution. We know that sen(z) > 0 for all z in [0,7/4]. So sen®(z) > 0. Since sen(x) < 1 for all x real, then
sen?(x) < 1 for all x real. So sen®(z) < sen?(x) for all z in [0,7/4]. So

w/4 /4
/ sen®z dr < / sen’ x dz.
0 0

I have to prove that ab < a if and only if 0 < b < 1. I don’t know how to prove that right now.

Exercicio. Prove that

2 2
/ \/5—xdx2/ Vo +1dr.
1 1

Solution. We must show that f(z) =5 —2 > g(x) = vz + 1 for all z in [1,2]. We have f(1) =2 > ¢(1) =
V2. At = 2, we have f(2) = V3 > /3 = g(2). Now notice that
1 1

fix) = 27% and g(v) = PN

So f(z) is an always decreasing function, while g(x) is an always increasing function. This means that if
they cross each other, they only do so once, and we will know that to the left of the crossing point, we have
f(z) > g(x), and to the right, we have f(z) < g(z). This interesting point is x = 3. So, f(z) < g(x) for all
x in [1,2].

Exercicio. Prove that

1
2§/ V1422 de < 2V2.
—1

Solution. Let f(x) = v/1+22. So f(—1) = v/2. Notice that our domain is —1 < 2 < 0 union 0 < z < 1.
Start with 0 < z < 1. Square it to get 0 < 22 < 1 which implies

1<z2+1<2.

Since every term of the inequality above is positive, we may take the square root of each of them to get

1<Va2+1< V2
Now integrate that to get

2 1 1
/ 1dx§/ \/x2+1dx§/ V2 dz,
1 -1 —1

which implies
1
2§/ Va2 +1dx <2V2.
-1

as desired.

Exercicio. Prove that

- /2
- < / sen(z) dx <
6 /6
Solution. We'll try constructing the result. The distance that we will integrate is 7/2 —7/6 = 7/3. We will
work backwards to find which constants we should integrate. For instance, we need a constant m such that
m(n/2 — w/6) = 7/6; so m = 1/2. Also, we need a constant M such that M(7w/2 — 7/6) = 7/3; so M = 1.
Now, consider the inequality

wl =

We know that sen(r/6) = 1/2 and that sen(r/2) = 1. So it’s true that 1/2 < sen(x) < 1 for all x in [7/6,7/2].
So we now integrate this inequality above to write

/2 1 /2 /2
/ —dx < / sen(z) dzr < / 1 dx
/6 2 w/6 /6
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- /2
- < / sen(z) der <
6 w/6

wl|

So we have a procedure here. We discovered the constants that would work by computing m(u — 1) = d,
where u is the upper limit and 1 is the lower limit, and d is the desired constant. We solve for m, and we’re
ready to set up the inequality of integrals, and integrate each term.

2
1
/fdx.
1 X

Solution. The method here is to look for the absolute minimum and maximum. We may use the “extreme
value theorem” of continuous functions. Mininum and maximum, respectively, are, 1/2 and 1. So

Exercicio. Estimate

1 21
7(271)§/ —dr<1(2-1).
2 1 X

Exercicio. Estimate

2
/ Vad+1dzx.
0

Solution. Minimum and maximum, respectively, are 1 and 3. So

2
2§/ Va3 +1dx <6.
0

Exercicio. Estimate

m/3
/ cos(x) dx.
/4

Solution. We have cos(m/4) = v/2/2, and cos(7/3) = 1/2. So

1 /7 = /3 1 /7 =
=== cos(z)dr < == — —
2\3 1 i 2\3 1

which implies

Exercicio. Estimate
37 /4
/ sen’(x) dz.
s

Solution. The minimum is 1/2 at /4 and 37 /4, and the maximum is 1 at 7/2. I'm afraid I need the property

3m/4 /2
/ sen’z dz = 2/ sen? z dz.
/4 w/4

I'm pretty confident that this is true, but I have no formal argument. I say that the derivative of sen?(x)
is 2sen(z) cos(z). Now I can prove, using the derivative, that from 7 /4 to w/2, the function is increasing,
and decreasing from 7/2 to 37 /4. I can also prove that in these two intervals, the slope is only different by
a sign. That is, in the same velocity that it goes up, it also goes down on the other interval. So, the area it
covers is the same in both intervals. Therefore, the property above follows. Now, instead of estimating the
left side of the equation, we estimate the right side. So we write

w/2
m_m < sen’z dr < 1 r.r
4\2 4 x/4 2 4

59



We multiply the inequality by 2 so that

w/2 w/2
§/ sen’x da:—l—/ sen’ z dz
/4 /4

3n/4 -
< / senz dr < —.
/4 2

ol
wm

B

The idea of looking for absolute minimum and absolute maximum helps quite a bit, but it will become
troublesome as we work with not so well behaved functions; we may, nevertheless, break the badly beha-
ved function into as many pieces as necessary and then look for minimum and maximum in these smaller
closed intervals in which the function behaves somewhat well. So, as we can see, we cannot work with too
complicated functions; only with somewhat bladly behaved ones.

b 2 2
b* —a
/axdx— g

Solution. We start with the definition of the integral and try to find the result. The definition says that
b n .
b—a i(b—a)
dr =1
[ e = Jim S e T

Jm [Z Z o]

. b—a [ b—an(n }

lim an +
n—oo n

b— 1

= lim a(ba)Jrhm( a) nin+1)

n—o00 n— o0 n 2

=a(b—a)+ lim (b—2a)2<1+711>

Exercicio. Prove that

n—oo
b— 2
=a(b—a)+ %
2a(b —a) + (b — a)?
2
2ab — 2a? + b% — 2ab + a?
2
—2a% + b2 + a2
2

b% —a?

5

Exercicio. Prove that

3
/ \/1’4+1d$2§.
1 3

b 3_ .3
/m2dx:b a,
o 3

to prove the above. Assume so. Now notice that f(r) = 2? has minimum and maximum, respectively, as
1 and 9 in [1,3]. Also, we have V2 and v/82 as a minimum and maximum, respectively, of vz% + 1. So, we

know now that 5 5
80 26
/\/a:4+1dx2/x2da:= > .
1 1 3

Solution. I need the fact that

3
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Exercicio. Prove that , .
/ cf(z) de = c/ f(z) dx,
a a
where ¢ is a constant.

Solution. Straightforwadly, we write
b n
/a cf(z) de = 7}1_)H;Oizzlcf(xi)Ax
= nl;rrgocg f(z)Ax
= cnl;rgOZf(xz)Ax

1
=c/5ﬂmdm

where Az = (b—a)/n.

Teorema. If f(z) is continuous, then

b b
[ s as| < [ ir) s
Prova. The function f(x) takes values on the interval [a,b]. At each of these values, the function gives us a
real number. So we may use the property of real numbers to say that —|f(x)| < f(z) < |f(z)], so we may
write

fﬁﬂMM<fﬂmM<fume

Notice now that f(z) can yield negative and positive values, and |f(z)| only positive values. So we may

write . )
/f(a:) dx s/ |f ()| da.

In other words, if f(x) > for all x in its domain, then we stricly have an equation; but if f(z) takes a negative
value anywhere in its domain, then we will stricly have an inequality. O

SA%f@NM~

Exercicio. Prove that )
s

(x) sen(2x) dx

0
Solution. We now know that

27

27
() sen(2z) dar| < /O | () sen(2z)| da.

0
Since the integral is definite, it is a real number; so

2

(x) sen(2z) dz| < /0 7T|f(oc)\|sen(2ac)| dx.

0

Now notice that |sen(2x)| < 1, so because of this, it follows that

27 27
A|mwmeMSA )| de.

We actually haven’t proved that |a||b| < |a| when [b] < 1.
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It is interesting to identify Riemann sums as integrals so that we can easily compute them with the
fundamental theorem of calculus. The next exercise illustrates this.

Exercicio. Compute

Solution. In this case here, we may write
n_ 4
A/
and claim that the interval is from 0 to 1, and the integrand is z*. In symbols,
lim 1 - 3 = ot
Jim /n;F —/0 x* dx.

As we have mentioned in previous pages, the sample points picked in a Riemann sum need not be right
endpoints, left endpoints, or midpoints. We may pick whatever points in each subinterval of the Riemann
sum to compute the height of the rectangle — as long as the Az — 0. The next exercise illustrates an

unusual choice.
2
/ x72 da.
1

Hint: choose z} to be the geometric mean of x;,_; and z;. The geometric mean is the function ,/z;—1z;.
Also, use the identity

Exercicio. Compute

1 1 1

mm+1)  m m+1

Solution. Let x; = 1+ i/n. This is our first endpoint. It is a right enpoint. By the hint, we will choose the
geometric mean as the sample points. So let =} = ,/z;"12;. So

/jx‘zdx:nli_)rréoii i—ll —
RRUGESIE)

n 2

1 n
= lim =
ninéonz(nﬂ—m(nﬂ)

- 1
= lim n .
n—oo = (n+i—1)(n+i)

Now let m =n +1¢ — 1 so that m + 1 = n + <. By the hint, then, we have

lim n ( - — ) = lim n
n—00 =1 n+1—1 n-+1 n—o0 n-'—l_l

1
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= lim1— lim - = —.
n—00 n—oo 2 2

5.3 The fundamental theorem

The fundamental theorem of calculus is remarkable. The fundamental theorem makes two claims, and so we
will break it down in two theorems.

Teorema. Let f be continuous on [a,b]. Define

o) = [ " f) dr,

for a < x < b. Then g(x) is continuous on [a,b] and differentianble on (a,b) such that ¢'(z) = f(x).

Prova. Let z be in (a,b). Let « + h be in (a,b) with h # 0. Then
x+h T
sath) =g = [ s~ [ (0 d

_ (/;f(t) dt+/:+hf(t) dt) —/:f(t) dt
= /amf(t) dt+/awf(t) dt+/j+hf(t) dt
z+h

- / £(¢) dt.

Since h # 0, we may multiply this equation by 1/h. So

x —g(z ath
9( +h})L 9( )2/06 (1) dt.

We now consider two cases; one in which h > 0 and one in which h < 0. First, let h > 0. Consider now the
interval [z, 2 4 h]. Since f is continuous, then by the extreme value theorem, there is a number u such that
f(u) = m is the absolute minimum of f in [z,x + h]. Similarly, there is a number v such that f(v) = M is
the absolute maximum of f in [z, 2 + h]. Therefore,

x+h x+h x+h
/ mdtgf f(t)dtg/ M dt

z+h
mh < / F(t) dt < Mh

xz+h
flu)h < / F(t) dt < f(u)h.
Since h > 0, we may write
1 x+h
f<g [ s i< fw.

which is the same as

flu) < LEEH I < o),



Now, if we let h — 0T, then we will be squeezing the interval [z,x+h], and so we would expect that eventually
f(u) = f(z), and similarly for f(v). In symbols,

lim f(u) = lim f(u)= f(x).

h—0t u—xt

Similarly for v, we have

lim f(v) = lim f(v) = f(z).

h—0t v—zt

So we may write

gz +h) - g(x)

. < 1 < 1
hlgg+ flu) < hlggl+ h - hlgng 1)
gz +h)—g(x)
< 1 — == < .
flz) < lim W < f(=)
Therefore, by the squeeze theorem, we have
gz +h)—g(x)
lim =——2~ = .
AT f@)

Now let h < 0, and consider the interval [z 4+ h,x]. Since f is continuous, then by the extreme value
theorem, there is a number u in [z + h,x] such that f(u) = m is the absolute minimum of f in [z + h,x].
Similarly, there is a number v in [z + h,z] such that f(v) = M is the the absolute maximum of f in [z + h,z].

So,

T T T
/ mat< [ fwyar< [ Mat
z+h z+h z+h

mh < f(t) dt < Mh
x+h

flu)h < /ih f(t) dt < f(v)h.

Since h < 0, we may write
1 xT
=g [ =i,
x+h

which is the same as A
flo) < N9 oy

Now, if we let h — 07, then we will be squeezing the interval [x+h,z], and so we would expect that eventually
f() = f(x), and similarly for f(u). In symbols,

lim f(v)= lim f(v) = f(z).

h—0— V=TT

Similarly for u, we have

lim f(u) = lim f(u) = f(x).

h—0— u—x

So we may write

i 7o)< i S < i
fla) < tim SEFWZIE) g

Therefore, by the squeeze theorem, we have

lim g(m—l—h) —g(.’l?) — f(l‘)

h—0— h
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Together with our previous result, we have

o 9@+ h) — g(a)
h—0 h

which shows that f(x) is the derivative of g(z), and therefore g(x) is differentiable on (a,b) which implies
that g(z) is continuous on [a,b]. O

Teorema. If f is continuous on [a,b], then

b
[ @) do=F(t) - Fl0),

where F' is any antiderivative of f; that is, F is any function such that F'(z) = f(x).
Prova. Let

o) = [ g0y

We know that ¢’(x) = f(x). That is, g(x) is an antiderivative of f(z). Suppose that F(z) is any antiderivative
of f(x). We have a theorem which says that any two antiderivatives of a function f(x) must differ only by
a constant. So it is true that

F(a) - g(x)
F(z) = g(2) +c,

c

for a < x < b. Both F(z) and g(z) are continuous on [a,b]. Since both are continuous, we may write

z—at z—at

i, #(2) = tim, (a(a) + )

Similarly, as © — b~, we have

But notice that . X
ofa) = [ ) dt=0and g(t) = [ 5(e) .

and g(b) describes the area under f from a to b which is what we're interested in. We then write

Therefore,

as desired. 0

So if we know the antiderivative of a function f, then we can integrate it easily using the second theorem
of the fundamental theorem of calculus.

Outside mathematics, this theorem makes a lot of sense. If v(¢) is the velocity of an object and s(t) is
its position at a time ¢, then s'(t) = v(t), so s(¢) is an antiderivative of v(¢). If we integrate v(t), then what
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we're doing is computing the area under v(¢) which is the distance traveled. If the object moved from a to
b, then s(b) — s(a) is the distance traveled; that is, the integral of v(¢) from a to b. In symbols,

b
/ u(t) dt = s(b) — s(a).

Exercicio. Differentiate )
h(z) :/ V1473 dr.
0
Solution. Let u = z%. Since du/dx = 2z and since
dh _ dhdu
dr  dudz’
we have
d u
B (z) = d—/ V14173 dr
T Jo

= 1—|—u3d—u
dx

=2zv 1+ 6.
Exercicio. Differentiate y
h(z) = / sent(t) dt.
2

Solution. Let w = 1/x. Then

Exercicio. Differentiate
a cost
Y= — dt.
3

Solution. Let u = y/x. Then du/dx = 1/2\/x. So

d [ cost
= — — dt
y de' 3 t

cosu du

T w dx
_cosy/x
2V
cos /T

2z

Exercicio. Convince yourself that

3x 0 3x
fuw)du= [ f(u) du +/ f(u) du.
2x 0

2x

Solution. Suppose x = 1. Then we have

/jf(u) du/zof(u) du+/03f(u) du
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/Ozf(u) du+/03f(u) du,

Exercicio. Find a function f and a number a such that

which does seem to be true.

6+/:fg)dt_2\/5,

for all =z > 0.
Solution. The fundamental theorem gives us an easy differentiation of the integral; so, we differentiate
both sides of the equation to get

fl@) 1
2 pl/2
flz) =a? 271/
flz) = a2,

So this a function that seems to be the correct one. The problem here is that we also must find a because
it is not true in general. How would we find a? We assume we have found it already. Call it a. So there is
such number; it is a. Since it exists, we may compute

6+/aaft(2t) dt = 2/a,

and it’s easy to do so because we know the integral is zero. So

6+0=2vVa
3=1a
9 =a.

It turns out that 9 is a unique solution to this problem.

Exercicio. Suppose h is a function such that h(1) = —2,h'(1) = 2,h"(1) = 3, h(2) = 6,h'(2) = 5,h"(2) = 13
and h” is continuous everywhere. Evaluate
2
/ R (u)du.
1

2
1

Solution. We know that

2
/ W (w)du = B (u)| =5—3 =2,
1

don’t we? So, we’re done. This problem presents some superfluous information; possibly to confuse us.

5.4 The substitution theorem
Teorema. If u = g(x) is a differentiable function whose range is an interval I and f is continuous on I, then

[ stotang @ e = [ sy au

Prova. Consider a function F(g(z)), where F’ = f. By the chain rule, we know that the derivative of
F(g(x)) is F'(g(x))g'(x) = f(g9(x))g'(x), so if we let u = g(z), then



=F(u)+c

= /F'(u) du
~ [ #(w du

as desired. 0

5.5 Volumes

We define volume as the limit of the sums of the areas of slices of the solid where each slice has a width of
Az and Az — 0. That is,

n b
V= HILII;OZ;A(wi)Ax = /a A(z) dx.

5.6 Um limite legal

Compute

im Y exp ( /O ™ floor(t exp(—z)) da:)

t—o0 exp(t)
t
t
t! =~ V2rt ()
e
sempre que t — o0.

A brincadeira aqui é que esse ¢ um problema que é facil de compor, mas dificil de resolver porque nao se
consegue facilmente desfazer a convolugao que foi feita passo a passo pelo autor do problema. Mesmo que
vocé conhecesse a aproximagcao acima, vocé nao pensaria em usé-la porque ela esta implicita no problema nao
de forma aparente. Ja nao lembro de cabega o que eu tinha em mente, quando escrevi esse problema—nao
lembro a solugao, por exemplo. Precisaria repensa-lo.

sabendo que

6 Técnicas de integracao

Sem duvida que a técnica mais fundamental de integracao é o teorema fundamental. A partir dele, a
gente estabelece regras primitivas de integragdo como [1/x dz = Inz uma vez que sabemos derivar Inz.
Similarmente, a regra do quociente (de derivacdo) nos entrega que a derivada de tgx é sec? x e, portanto,
pelo teorema fundamental, obtemos

/sech dx =tgx +c.

Isso nao é 14 noticia tao boa porque significa que teremos que memorizar muitas derivadas. Por exemplo,
qual a derivada de cotx? Primeiro lembre-se que cotx = 1/tgx. Dai aplique a regra do quociente e
obtenha —sec?z/tg?z = —1/sen®x = — csc? x, implicando que fCS(32 x dr = —cotx + ¢, como desejado.
Similarmente, obtém-se assim muitas outras integrais fundamentais como f secrtgx dr = secx + ¢ uma vez
que a derivada de secx é secxtgx. Infelizmente, o tinico jeito de fazer uso dessas regras é memorizar cada
uma por pratica. Matematicos fazem manuais de integraciao em que eles catalogam as importantes. A gente
nao vai fazer isso, nao, porque seria um trabalho muito mais monumental, mas podemos comegar a pensar
em computar a derivada de todas as fungoes que conhecemos como csc x, sinh z, cosh x et cetera.

A regra da substituicdo é a regra da cadeia e a regra de integracdo por partes é a regra do produto.
As outras regras sao ou muito 6bvias ou pouco uteis. Por exemplo, teria como extrairmos uma regra de
integracao da regra do quociente? Provavelmente ela seria equivalente a regra do produto mas com uma
expressdo menos simples. Agora, a integracao de funcoes trigonométricas merece discussio, especialmente
quando estamos falando de alguns produtos de integrais, que é com o que nos preocupamos agora.
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Pra obter a regra da substuigdo basta escrever f(g(z)), computar a derivada f'(g(x))g’(x) e entdo obter
a regra

/ F(g@)d (@) = Fg(@)) +c.

A substituicao em si é obtida por identificar na funcao a ser integrada uma expressao qualquer que possa
tomar o lugar de ¢'(z) e g(z), fazendo assim a substuicdo u = g(x) e substuindo por conseguinte ¢'(z) dx =
du, terminando com o problema resultante [ f’(u) du, que ¢ tipicamente muito mais facil que o original.

A integracao por partes vem da regra do produto. Uma vez que

(f()g(x)) = f'(z)g(x) + f(x)g (x),

entao
[ 1wt de= [ rag) e+ [ @@ dr
f(z)g(z) = /g(fﬂ)f/(x) dm+/f(x)g’(x) dx.

Agora declare u = f(z) e v = g(z) de forma que du = f'(z) de e dv = ¢'(z) dz. Assim, pelo teorema
fundamental, obtemos

fl@)g(x) :/U du+/u dv,

permitindo-nos integrar a dificil f v du se f u dv for facil, conversamente permitindo-nos integrar a dificil
Ju dv desde que [v du seja facil. Em outras palavras, uma das duas precisa ser facil de integrar e é por
isso que precisamos de alguma sabedoria ao escolher u e v durante a integragao por partes.

Além disso, note também que ha situagoes em que é preciso integrar por-partes miltiplas vezes e até usar
de alguma criatividade pra sair de uma alguma “sinuca de bico”. E o caso, por exemplo, de J e senx dx, em
que é preciso aplicar por-partes duas vezes e entao considerar a circularidade do termo f e” senx dr como
uma incognita a ser descoberta.

Ha integrais divertidas de se computar de onde se extrai, por exemplo, a bonita féormula

/x"er de = e* <Z(1)1(n71'2)|:17”1> +c
i=0

pra todo natural n. Por exemplo, [2%e® dx = e*(2z® — 5zt + 2023 — 602% + 120z — 120) + c. Essa formula
vem da integracdo por-partes. Escolhe-se sempre o termo z? como funcio u e e® como funcio v. Aplica-se
a integragao por-partes n vezes (recursivamente) e em seguida substitui-se de volta em dire¢ao ao problema
original. Na verdade o que fizemos pra obter essa férmula foi computar uma reduction formula pra integral
de z"e®. (Veja, por exemplo, o que faz Stewart no exemplo 6 da secdo 7.1 da nona edigdo.) A cultura,
portanto, é expressar essas formulas através de uma recorréncia. O que fizemos foi traduzir a recorréncia
pra um lago-for iterativo, o que ja é alguma vantagem porque assim a gente consegue ver o padrao mais
facilmente e nos permite memorizar certos resultados, como a integral de x°e¢*. Outros padroes talvez nao
fossem tao féaceis de se obter ou memorizar, como o proprio exemplo 6 da se¢ao 7.1 da nona edi¢ao de Stewart.
O fato, entretanto, é que uma férmula de redugdo obtida pela integracdo por partes s é 1util se ela for de
fato uma formula de reducao, é claro—a integral recorrente precisa ter um grau menor que a integral que se
deseja calcular.

Uma outra observagao sobre a integracao por partes é que as vezes a aplica-se ao produto artificial f(z)-1.
Por exemplo, pra integrar tg~' z, escolhe-se u = tg~ 'z e dv =1 de forma que du =1/(1+2%) dzev=z.

Dai
X
tge lexde=atg te— | —— d
/gxx;vgx/1+z2x,

que pode ser entdo resolvida pela substitui¢do ¢ = 1 + 22 na integral resultante porque (1/2z) dt = dz e ai
ficamos com ztg~t 2 — In|1 + 22| + ¢, como desejado.
Okay, agora tragamos nossa atencao para as integrais de fungoes trigonométricas.
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6.1 A integral de fungoes trigonométricas

Comegamos por observar que integrar tgx nao é dificil porque ela é obtida por uma substituicao trivial.
Primeiro escreva tgax = senz/cosz. Em seguida declare u = cosz de forma que — du/(senz) = dx,
implicando

/tgwdsr::—/1/uduz—1n\cosx|+c:1n|secac|+c,

como desejado.

Feita essa observagao, a gente também observa que ji sabemos integrar sen x e cos x, mas que precisamos
pensar em poténcias delas como sen? z, cos? et cetera. Ambos quadrados sdo integraveis por partes. Por
exemplo, pra integrar sen? z, declare u = sen x de forma que du = cosz e dv = senx dz pra que v = — cos .
Agora a integragdo por partes revela

/sean dr = —senxcosx+/0052x dx.

Dado que sen?z + cos?z = 1, entdo cos?x = 1 — sen® 2. Assim fcos2 rdr =1z — fsen2 x dx. Aplicando

esse fato acima, obtemos [sen?z dv = —senzcosz + z — [ sen?z dz. Observe o sinal positivo da integral
no lado esquerdo e o sinal negativo da mesma integral no lado direito. Adicione a integral desejada a ambos
os lados e divida tudo por 2 pra obter

/sen2 Tr =
2

x, como desejado. Pra ter confianga, compute a derivada, notando que 1 — cos®x =
22, mas o que devemos fazer é usar o fato de que

(—senzcosz +x) = 3 (x —senzcosx),

| —

que é a integral de sen?

sen? z. A mesma estratégia vai funcionar pra integrar cos
agora sabemos a integral de sen? x pra obter

/COSQl‘dJ?:/ dx—/senzx dx

(—senxzcosx + x)

N | =

=z
1
=3 (senzcosx — x) + x.

Como podemos memorizar essa duas? A integral do quadrado do cosseno tem um x a mais. Fora isso, elas
sao meio andlogas. E melhor expressa-las assim, 6:

1
/senzx dx = fi(senxcosxfz)
9 1
cos“x dx = i(senmcosx—x) + .

E o melhor que posso fazer no momento.
A integral de cos®z sai facil também. Primeiro a gente fatora cos®z = cos? zcosz. Em seguida, usa
2 22, o que nos da

cos“xr =1 —sen
/6053:1: dm:/cosx dx—/seancosm dr.

Agora a integral da direita é suscetivel & substituicao. Declare u = sen x de forma que du = cosz dx, dai a
integral se torna a integral de u? e o problema desaparece produzindo o resultado

. 1
/COS3£U dr =senz — gsen?’:EJrc.

Pra ter confianca, compute a derivada observando que 1 — sen? x = cos? z.
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Similarmente, obtemos

1
/sen3x dr = —cosx + gcos3x—|—c.

E isso.

Parece que as integrais de poténcias de seno e cosseno se dividem em dois grupos. Se temos um produto
de uma poténcia impar do seno com uma poténcia par do cosseno, entdo separar um fator senx dx pra
substituir seu du elimina a dificuldade. Ja se vocé tem poténcias pares de ambos seno e cosseno—e note
que ndo ter seno ou cosseno significa que vocé tem sen® z ou cos® z, ou seja, uma poténcia par—, entdao vocé
precisa de uma das identidades trigonométricas que sao chamadas de half-angle identities.

A partir da formula da soma de dois dngulos é possivel obter a formula do 4ngulo dobrado de onde se
extrai também a féormula do dngulo-metade. Vamos deriva-las amanha pra gente ter mais uma identidade
trigonométrica na manga.

Ocorre (por razodes que desconhego) que

1
sen’ x = 5(1 — cos2x)

2

1
cos®x = —(1 + sen 2x)

5
Com a primeira, por exemplo, vocé consegue integrar sen? z usando substituicio. Stewart faz bem rapidinho
como ele ja tinha avisado que faria quando nos ensina a usar a substitui¢ao, mas ainda preciso fazer devagar—
é a verdade. Se u = 2z entdo (1/2) du = dx. Assim podemos computar

/senzx dx:/%dac—%/cos%cdx

1 1 97 d
—2:32 cos 2z dx

|
N |
&
|
N | =
Q
o
|9
<
[\
QU
<

_ ! L 2z +
= 5% sen2r e,

o0 que esta correto. A verificagdo é feita observando que sen?z = (1/2) — (1/2) cos22. E uma boa hora de
estudar as half-angled formulas porque elas se aplicam também as poténcias trigonométricas. Por exemplo,

cos? 2 = (1/2)(1 + cos(2 - 22)) = (1/2)(1 + cos 4x),

o que é usado na computacao da integral de sen? z.

7 Studying functions

We're going to look into a series of topics now. We are mostly using Calculus to study functions. Let’s look
at inverse functions first. Then we look into exponential functions and slowly and scatteredly we will be
looking into some interesting functions.

7.1 On inverse functions

If f(b) = a, then f~'(a) = b. What would f’(b) be? We want to express f’(b) with respect to (f~1)". For
that, we write a theorem.

Teorema. Let f be one-to-one and differentiable with g = f~! and f’(g(a)) # 0. Then g is differentiable

at a and
1

@)= @y
where g = f1.
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Prova. Let y = g(z) = f~!(z). Then f(y) = z. Now,

[y =1
, 1
YT P
(2) = ——
g F(g(@)’
as desired. ]

Now, let us define exponential functions. Exponential functions are a® where a is some positive number,
usually @ > 1. If a is between 0 and 1, then the function exponentially decays. Exponential functions are
defined for all reals, but then one wonders what 2™ means. It means, by definition,

a® = lima",
T—T
for some rational 7. So to answer the question, 27 is the limit of the sequence of numbers 23,231, 2314 and
so on. In fact, this explains why the base of an exponential function cannot be negative. If it were, then
irrational numbers could not be powers of these bases. If they were, complex numbers would arise. For
instance, consider (—2)™; the limit doesn’t converge because when r is 3.1, the answer is not real; when r is
3.14, the answer is real; when r is 3.141, the answer is not real. It depends on the evenness or oddness of
the last digit of r. So it does not converge to any real value; so the value is undefined.

7.2 The exponential number
Here’s one way to define e. Consider 2 and 3”. Take the derivative of them. We get, for f(z) = 27,

2:r+h _ 9T
/ — 1
fi(z) = lim
g 22
5o h
2e(2h — 1)
= 1. -
hlg}) h
2h 1

= 2% lim
h—0

For g(z) = 3%, we have

3h—1
"(z) = 3" li .
g (.I) 3 }Llir%) h
So the difficulty here is to find the limit that we left above. But what’s the derivative of 2% and 3* at = = 07
It’s

And for 3*7 It’s

That is, f'(z) = f'(0)2*%, and ¢'(x) = ¢’'(0)3*. Observe, then, that the derivative of these exponential
functions are themselves times a constant. What would this constant be? By letting h — 0, we see that
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£(0) = 0.693 and ¢'(0) ~ 1.09. So we wonder if there is a number p between 2 and 3 such that h(z) = p®
has h’(0) = 1. There is such number; we call it e. That is, e is the number such that

h
-1
lim €

=1.
h—0 h

Now, consider the exponential function f(x) = a” where a = e. It has the remarkable property that f'(z) =
f(0)a*. = 1-a® = a®. And, because of this interesting derivative, it also follows that

/696 dr =¢e* +ec.

Exercicio. Find a root of f(z) =e” +x = 0.
Solution. We’ll use Newton’s method. We know that f(0) =1, and f(—1) = 1/e —1 < 0. So, there’s a
root between —1 and 0. We’ll initiate Newton’s method with ¢ = 1/2. We may write

f/(a) _ Yy— f(a’)

(z —a)f'(a) =y - f(a)

zf'(a) — af'(a) =y — f(a)
zf'(a) =y — f(a) + af'(a).

But, we’re looking for what x gives y = 0. So we set y = 0, and solve for x. So

_af'(a) ~ f(a)
f'(a)
After we compute z for a = 1/2, we would feed this value back into this equation, and again and again. If

the value seems to converge, we jump to the conclusion that we’re pretty close to the root. We find that the
value seems to converge to —0.56714329, so we take that as close enough to the root.

7.3 Logarithmic functions

How is y = log, « defined? What we want it to mean is y being the number such that a¥ = z. So y = log,
is defined as y = log, z if and only if a¥ = x.

What would its domain be? They would be positive real numbers, so zero is not there. But why not?
Let’s see: a¥ = 0 is not satisfied by any base a. We could try a = 0 and y = 0, but 0° is actually undefined
because there seems to be no grounds for the convergence of this expression. But why not negative numbers?
See the section on exponential and their inverses; the exponential functions do not have negative range, and
so the logarithmic ones don’t have negative domain — after all, one is the inverse of the other.

What would its range be? We know that for log, x = y, we have a is positive and z is positive. So what
values for y are possible? Consider = large. Then y must be large too. Probably, then, y — co as x — oo.

Now consider x small; for example, a¥ = 0.1. Then y will have to be negative so that, for p = —y,
Lo L
ar 10’

so aP = 10. Therefore, between 0 and 1, log, < 0. So the range is (—00, 00). The domain of a® is all real
numbers, so naturally the range of log, z is all real numbers.

If a = e, then log, z is called the natural logarithm function, and we write In 2. This function is so used
in mathematics that some authors prefer to write log z to mean the natural logarithm. Others prefer to let
log  mean log;, « or log, x. I would prefer log  to mean the natural logarithm because to me it is the most
interesting one, and I use it a lot more often then the others.

I will stick to Inz because many authors do so, and I actually type one letter less than I would with
log z;, so I will let that be my choice. Now, notice that although we write In2 instead of In(x), it still is a
function, and its inverse is e*; so lne® = .

We will later define these functions again, in some other way, which seems to be more interesting, and
some facts about these functions will be clarified.
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Teorema. For a # 1, a > 0, it is true that

Inx

log, z = .
Ina

Prova. Writing log, x means to say that there is a number y such that a¥ = z. Now take natural logarithm
of both sides of this equation to get

ylna=1Inz

B Inz

Y= e

as we wanted. 0

This proof shows that we can rewrite any logarithmic function in terms of Inx. But also, notice that
we can rewrite any logarithmic function in terms of the logarithm of any valid base. A machine, therefore,
needs only to implement an algorithm for one base, and rewrite all the others in terms of the chosen base.

A quick note is that we have not shown why it’s true that Ina?¥ = yIna. Let us do that now; let’s prove
the theorems of logarithms. We're going to need the derivative of In x, so let’s show it first.

Teorema. The derivative of Inz is 1/z.

Prova. Let y =Inzx. So

y=Inzx
ey =z
ey =1
1

/o
V=2
1

:elnx
1
oz

7.4 The theorems of logarithms

There are three important theorems; the product theorem, the division theorem and the power theorem. The
product theorem lays a foundation for the other two, so we prove it first. The proof of the first comes out
by considering a function f(z) = Inax. We differentiate it and we obtain a function equal to the g(z) = Inz.
If two functions have the same derivative, they must differ by a constant.

This fact is an important theorem of calculus which is a corollary of Fermat’s theorem. Fermat’s theorem
is proved using another important theorem: the mean value theorem. The mean value theorem can be
generalized and it was; by Cauchy. Cauchy’s generalization is used to prove another important theorem;
I"Hospital’s theorem.

Teorema. For x > 0,y > 0, it’s true that Inzy = lnz + Iny.

Prova. Let f(z) = Inyxz. Notice, however, that y is a real number and z is a variable. Now differentiate f
to get

f'(z) =

“Img e
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So f and In x have the same derivative; so In x — In yx = c¢. Now, if the theorem is true, then ¢ = —Iny. We
cannot assume any value for y because y is an arbitrary constant, but x is variable and takes all values of
the domain of Inz. Since x = 1 is in the domain, we may consider the equation when x = 1. We get

0—lny=c,
as expected. Therefore Inx — Iny = In yzx. O
Now we use this result to prove the others.
Teorema. For x > 0, it’s true that Inaz¥ = ylnz.

Prova. We have that ¥ = z125 ... x,. Apply the product theorem as much as necessary to write Inz¥ =
Inz;Inzs...Inzy = ylnx. This isn’t a formal argument, however. Perhaps we can simply prove it by
induction.

Consider In z™, where n is a natural number. Show that it works for n = 1, as it clearly does. Assume it
works for some natural & : Inz*¥ = kIn 2. Then notice that

In2**! = InzFz

—Inz* +Inz

=klnz+Inzx

=(k+1)Inz.
Therefore, it’s true for all naturals. I guess we can similarly show for all negative integers, and take the case
where n = 0 for granted. What about the rest of the reals, though? O

By the way, do not mistake In(z¥) for (Inz)¥; only the former has the property above. When I write
without parentesis, I mean the first.

Teorema. For z > 0,y # 0, it’s true that Inz/y =lnz — Iny.

Prova. We know that Inz/y = Inay~!. So

Inzy ' =Inz+Iny?

=Inz —1Iny,

as desired. O

7.5 The prime number theorem

Let 7(n) be the number of primes less or equal to n. So 7(15) = 6 because 2, 3, 5, 7, 11, 13 are the 6 primes
before 15. Also, we find that 7(25) = 9, and 7(100) = 25. There is a theorem, called the Prime Number
Theorem, which asserts that

lim Ty,
n—oo nlnn
Exercicio. Find the inverse of
e +1
—e% 4 1°
Solution. Try to group the exponential terms together, and factor them.
et +1
C—et 41

y—ye® =e"+1
—ye® —e"=1—y
(—y—1)=1-y

(0]



It works.

Now, let us look into another technique. Any function f(z) = g(x)"®) where g(x) > 0 can be analyzed
as a power of e because we can write g(x) as €™9(®) so that f(z) = h(z)e™9®). This allows us to compute,
for instance,

lim 2@,

T—r00

To compute, we write

Inz

Inz Inzx

lim z = lim e
Tr—r00 Tr—r 00

— lim elnxlnx
Tr—ro0

— lim e’
Tr—r 00

= lim €2? = .
Tr—r 00
We know that Inx — oo as x — oo and e — 0o as & — oo. So the limit above goes to oo too. An interesting
observation is that we did not fallaciously used the property of logarithms to write the last step. We use a

property of exponents; notice that (a*)¥ = a*V.

Exercicio. Find f(™ if f(z) = In(z — 1).
Solution. The first derivative is

The second is

The third is

The forth is

CESE

Let us let n stand for the power of the denominator because it matches it straightforwardly. For the sign of
the expression, let (—1)"*! determine the sign, because it is negative when n is even, and positive otherwise.
So far, then, we have

s = GOk
(z—1)"
We have to figure out the term that will replace k more precisely. For k, we have that it goes as 1,1, 2, 6, 24,
. so we may guess that they can be expressed as n! with n = 0,1,2, ... So we need match this list with

respect to the n as we have already established in the formula above. For the first derivative, n = 1, and
k = 0! when n =2,k = 1!; when n = 3,k = 2!. So we jump to the conclusion that

(=)™ (n— 1)!

(n) _
7= (x—1)»

And we’re done.
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7.6 The general antiderivative of the reciprocal function

We know that Inz 4 ¢ has 1/x as its derivative, but when we integrate 1/x, we may have negative numbers
as limits of integration and In x + ¢ is only defined for positive numbers. But it’s valid to ask about the area
“under 1/2” on the negative side since 1/x is defined everywhere but at zero. So for limits on the negative
side, the antiderivative In z + ¢ will not be helpful.

Consider In |z| 4 ¢. To differentiate this function, we consider z > 0, and z < 0. When = > 0, In|z|+c¢ =
In z+¢, so the derivative is 1/2. When = < 0, then In |x|4+¢ = In —x+¢, so the derivative is (—1)/(—z) = 1/x.
Therefore,
d {1 Jx ifz >0,
L n o] = .
dx 1/z ifx <.

In other words, the general antiderivative of 1/x is In |x| + c.

7.7 A nice definition of the natural log

Some people prefer to define Inz not as the inverse of exponential function e*, but rather as the area under
1/2. This definition is really nice because we can nicely show that it is the inverse of the exponential function,
and it becomes quite apparent how to compute Inz for any = > 0. Let us define it then.

1
lnx:/ — dt,
1 t

The derivative of In x is trivially obtained by the fundamental theorem. Let us now consider the inverse
function of Inx. We will call it exp x, but it is not to be assumed yet that expx = e*. We will show so.

Definigao. Define

for all z > 0.

Definigao. Define
expr =y if and only if Iny=z.

Now, because they are inverse functions, we can write explnz = x and Inexpz = z. Also, we have
identities such as exp0 = 1 because In1 = 0. We have exp 1 = e because Ine = 1. Now if r is any rational
number, then consider

Ine" =rlne=r.

Therefore, expr = e” because Ine” = r. This is how the exponential function comes to life as the inverse
function of In z. We have not considered irrational numbers, however.
Let r be irrational. Consider a”, where a > 0. We define

a” = lim a”.
r—r

Now consider lne”. Since r is irrational, we have
Ine” = In lim €*
xr—r

= lim Ine”
Tr—r

= limxzlne
T—r

= limx
Tr—r

=7

But notice that we had trouble proving that the power theorem of logarithms works for all real numbers.
Here we’re assuming so. We assumed that Inz is continuous when we pulled the limit out from the Inz
function.
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7.8 All other exponential functions

Let us now define all the other exponential functions; we will define them in terms of the exponential function

er.

Definigao. Let m > 0. Define

for all z.

This definition makes some proofs easy to be written. The trouble here is to trust that this definition
makes sense. For instance, how do we know that 22 = ¢2n2?

Teorema. Let m be a real number. Then m*TY = m*mY.
Prova. Apply the definition above in
Tty
mz+y _ 6lnm
— e($+y) Inm
_ em Inm4ylnm

_ 6mlnmeylnm

=m"mY,

as desired. O

7.9 The inverse trigonometric functions

Now we will use the knowledge acquired so far to look at new functions, their properties and possibly some
applications of them. For instance, we will begin to finding the derivative of the inverse trigonometric
functions.

Let y = arcsinz, so seny = z. The domain of arcsinz is [—1, 1], and the range of arcsinz is —7/2 <y <
/2. Implicitly, we differentiate it to get

cosyy =1
1
r_ '
Y = Cos Y

With the range above, we have that cosy > 0. We know that cos?y +sen?y = 1, so cos?y = 1 — sen? y,
so cosy = /1 — sen? y. But notice that seny = x, so sen?y = 2. Therefore, cosy = v/1 — z2. So

1
/ —
Y V1 —z?
We perform the same strategy for arccosz. The function cosx is one-to-one from 0 to 7. So the domain of
arccos x is [—1,1]; the range is [0, 7]. Let y = arccosz, so cosy = . Then
—senyy’ =1
1
seny’

/

Since seny = /1 — cos? y and cos? y = 22, we have
RS
N

Let us now look into the inverse tangent function. We have to restrict arctanz on (—m/2,7/2) because we
need an one-to-one function. The domain for arctanz is (—oo,00) and range is (—7/2,7/2). To find its
derivative, we write

arctanr =y
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T = tany.
Now differentiate with respect to x. We get
1 =sec?yy
;1
sec2y’
We wish now to express sec? y in terms of x. Notice that sec?y = tan?y + 1. Since = = tany, then sec?y =
22 + 1. Therefore

and we’re done.
Now we know a few antiderivatives. For instance,

1
————— dx = arcsinx + ¢,
/ V1— 122
and )
———— dx = arccoszx + ¢,
/ V1— 22

and

1
71 dr = arctanz + c.
T

Notice that sometimes we have integrands similar, though not exactly one of the above; but it’s a matter of
algebraically working it out for that to be so. For example,

/ 1 d _/ dx
Sy

Now let w = z/a, so dz = a du. Then

— - —ar
o 02 1 aacanu—i—c

1 x
= —arctan — + c.
a a

A similar work can be done for all other inverse trigonometric functions.

/xdm
449

Solution. First, factor the number 9 from the denominator. We get

i

Exercicio. Evaluate

— +1
9—|-

Now let u = (22)/3, so that dx = (3/2z)du. Then we write
lé/ﬂ -1 arctanu + ¢
92/ w241 6
2

1 ¢ x n
= —arctan — + ¢,
6 3

as desired.
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Exercicio. Simplify cos(arctan x).
Solution. Let y = arctan z so that tany = x. If tany = x, then thinking of a right triangle, we have an
angle y and y’s opposite side has length =, while y’s adjacent side has length 1. Therefore, the hypothenuse

has length v/1 4+ 22, and cosy = 1/v1 + 22. So

1
V1422

cos(arctanz) =

is simplified as desired.

Exercicio. Prove that arctan x + arccot x = /2.
Solution. Let f(x) = arctanz + arccot z. Notice that

1 1

/
:7—7:0
(@) 241 224+1

This means that arctanx has the same derivative as arccot z. Therefore, they must differ by a constant.
That is, f(z) = ¢, for all . Notice that

arctan1 4+ arccotl = — 4+ — =

™
B) .

I
I

So f(x) = arctan z + arccot x = 7/2.

Exercicio. Find arcsin+/3/2.
Solution. We know that sen /3 = v/3/2, so arcsin v/3/2 = 7/3.

Exercicio. Draw the following diagram: mark a point A and draw a straight line to the right up to a point
P; continue the straight line up to a point B. From B draw a perpendicular line going up to a point Q.
From ) draw a line that meets the point P. This procedure creates a right triangle where the angle PBQ
is a right angle. Now, from A, draw a perpendicular line going up to a point R. From R draw a line that
meets the point P; so now that we have two right triangles where P is a point that they have in common.
Now, let AB = 3 units. Let RA = 5 units, and let QB = 2 units. Let the angle RPA be called v and let
the angle QPB be called a. There’s an angle 5 such that 5 = 7/2 — (v + «). Assuming we can move the
point P between A and B adjusting the size of the hypothenuses of the triangles, how far from A should we
position P as to maximize the angle 87

Solution. Let PB = x so that AP = 3 — x. So RP = /254 (3 — )2, and PQ = v4 + 22. Now, we
need to express § with respect to z. So, naturally we will use trigonometric functions; but the ones that
express angles are the inverse trigonometric ones, so we must find out which ones will give us a simple
enough expression. Also, notice that 8 is maximized, when the sum 7 + « is minimized, so we may attack
the problem either way; I choose the latter; I'm going to minimize the sum v + a.

Notice that

tany =
7 33—z
2
tana = —.
T
So, it’s certainly true that
= arctan
Y 3_
2
o = arctan —.
T
Therefore 5
Y + a = arctan + arctan —.
3— T

Now the work is to differentiate this function, and find its local minimums, and identify which one is the one
we are looking for. Notice that because AB = 3 units, P can only range from A to B; that is, the value of
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x ranges from 0 to 3. In fact, I can see that the value where 8 is maximized lies between 2 and 3. It might
even be x = 2.5 — so P is closer to B than to A. That’s what I have to say; I don’t want to compute the
value.

We could have used any of the inverse trigonometric functions, but I believe that arctan x would give us
the simplest case; I initially tried arcsinx and I found very complicated derivatives for us to manually look
for roots, so I tried arctan x instead and it became simple enough — though I didn’t want to find its roots
anyway.

7.10 The hyperbolic functions

The hyperbolic functions have nothing to do with trigonometric functions, but they have very similar pro-
perties. Let begin with their definitions. Define

—e
bz —
sinh x >
as the hyperbolic sine function. Define
et +e "
coshz = —

as the hyperbolic cosine. Now, like the trigonometric functions, we define cschax = 1/sinhz, sechz =
1/ cosh z, tanh 2 = sinh 2/ cosh z;, and finally cothz = coshz/sinhz.

Notice that cosh z is the average of the functions e” and e™*, and sinh x is half of the difference between
them. These functions are pretty popular in scientic contexts; they are used to describe some important
phenomena. For instance, the effect of gravity on a wire hanging on posts — such as eletricity posts — on
the streets is described by

x
= c+ dcosh —
y=-c cosh —,

where ¢ and d are constants. By the way, when a wire hangs between two posts, the the system satisfies the

differential equation
Py _pa | (Y
de?2 T dx )’

where p is the linear density of the wire, g is the acceleration due to gravity and T is the tension in the cable,
at its lowest point. A solution to this equation is the function

_ T cosh pgr
Y g T
I think that linear density is a term used to describe the density of objects that have a shape that we may
consider one dimensional. No objects that we know in the world are one dimensional, of course, but a wire
can be considered one dimensional, so the density of a wire is a measure of mass per unit length, and we call
it linear density.
These hyperbolic functions satisfy some identies which look very much like the trigonometric functions —
though not always they are too similar. For instance, while cos? 2+sen? z = 1, we have cosh? 2 —sinh? z = 1.
Let us now define the inverse of the sinhx function, and then find its derivative. To define it, let
y = arcsinh « so that sinhy = x. Then

x = sinhy

Y — eV
2

2r =e¥ —eY

ey —e ¥ -2z =0.

Multiply this equation by e¥ to get

(ey)2 —eYe Y —2ze¥ =0
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(e¥)? — 2ze¥ — 1 = 0.

Now let p = e¥, and notice that we have a quadratic equation, whose solution is p = z & v/22 + 1. But
since e¥ > 0 for all y, and since x < v/z2 + 1 for all , we need not consider the solution p = x — vz2 + 1.

Therefore
eV =x+V22+1
y=ln(z++Va2+1)
= arcsinh x.

The inverse hyperbolic cosine can be defined in a similar manner. Their derivatives are easily obtained by
using the chain rule.

7.11 The theorem of I’'Hospital

L’Hospital’s theorem is a pretty interesting one. Before we state it, let us consider something. Suppose that
f" and ¢’ are continuous everywhere. Then let us consider the expression

tim 219,
a—e g'(x)

Since they are both continuous, we use the theorem of limits of continuous function to write that

i 0 _ 110
g " g

Now, let us write the equation in terms of the definition of derivatives, and algebraically manipulate it. We
write

i, @) =10

)
@) - £16)
=l e =
(o) £(6)

Now, suppose that f(c) = g(c) = 0. Then

lim ————= = lim —+=.

a=e g(x) —g(c)  a=eyg(x
Let us look back now. We supposed f’ and ¢’ are continuous, and that f(c) = g(¢) = 0; this last supposition
means that f/ — 0 as x — ¢; similarly for ¢’; that is, ¢’ — 0 as  — ¢. And, we concluded that

i £@) 1)

1m .
z—c g(x) z—c g'(x)

In other words, the limit of the ratio of two functions is equal to the limit of the ratio of their derivatives,
provided that the derivatives are continuous over the interval where ¢ is, and provided that the derivatives
approach zero as x approaches c.
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This is sort of what I’Hospital’s theorem is about. We have proved a particular case of ’Hospital’s
theorem. The theorem is more general than this: it applies to the case when the derivatives approach
infinity too. It is harder to prove ’'Hospital’s theorem more generally, so I'm going to leave it at this for
now.

Using algebra, the theorem of 'Hospital can be used to evaluate limits of other indeterminated forms
such as 0 - 00,00 — 00, 0%, 00, and 1%°. The products, subtractions and divisions can be treated by plain
algebra, and the powers can be treated by logarithms.

7.12 A funcao exponencial com a hipérbole no expoente

Qual ¢é o grafico de e'/*? No lado positivo, quando € (0, 1], a funcio desce do infinito até chegar a f(1) = e
porque um x muito pequeno produz um exponente grande pra fungao exponencial. Entao perto de zero, a
funcéo tem altissimos valores. Afastando-se de zero e chegando a x = 1, a func@o chega a y = e exatamente.
Dali pra direita, o expoente decai a zero, o que faz com que y se aproxime de 1. Entdo y = 1 é uma assintota
horizontal.

No lado negativo, quando x € [—1,0), o expoente vai de —1 a ntameros altissimos de magnitude, mas
negativos. Qual ¢ o efeito de um expoente negativo de grande magnitude? O efeito é 1/e™, sendo M grande
e positivo. Logo o efeito é levar a fun¢éo a zero. Ja quando z — —o0, o expoente tende a zero, fazendo com
que a fungao tenda a 1. Entao no lado negativo, a funcao parte de y = 0 e tende a y = 1 no sentido negativo.

8 Sequéncias e séries

Sequéncias e séries sdo importantes em Célculo porque elas servem como os fundamentos da teoria. Quao
bom sao esses fundamentos é algo questionével e investigavel, mas nao faremos isso aqui. Estamos apenas
interessados na analise por enquanto.

A primeira com que se comegar é a série geométrica. A série geométrica é também chamada de progressao
geométrica. Por exemplo, se comegamos uma sequéncia com 1 e tomamos metades em sequéncia, obtemos
1,1/2,1/4,1/8, ..., 1/2™, sendo que o indice inicial é n = 0. Seja r a razdo da sequéncia. Entdo a série gerada
por essa sequéncia é

S=14r+rZ. .. 1pip...

Qual é a soma dessa série? Compute
rS=r+ri4rd gt

e entao compute S —rS = 1. Logo, obtemos a soma por computar

Sl—-r)=1= S=

1—7’
que converge se e somente || < 1. Nesse exemplo, o primeiro termo é 1, mas a série inteira poderia ter um
fator a em cada termo, quando obteriamos

o0
Zari:a+ar+ar2+~-~+ari+-~-
i=0

Usando o mesmo raciocinio acima, obtemos a soma

Agora note que essas sdo séries infinitas. Se truncarmos essa série tal que obtenhamos, por exemplo,

n

T 2 n
g ar' =a+ar+ar”+---+ar”,
i=0
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entao temos uma situagao nova em que s6 aparecem n + 1 termos ai. Qual é a soma dessa série finita? O
mesmo raciocinio procede, mas o resultado é diferente. Obtemos
a(l —rmtl) a ar™t!

S = = — .
1—r 1—r 1—7r

E claro que se agora permitirmos que n — oo, obtemos o resultado anterior. Entao fica a observacao de que
o caso finito é um e o infinito, outro.

A série geométrica serve como primeiro exemplo de uma série convergente. Vejamos agora uma primeira
série divergente, que é a série harmonica 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ... Por que essa linda série diverge? Porque
é possivel compara-la a uma outra série que claramente diverge—uma série com infinitas metades. Veja—¢é
obvio que 1 +1/2+1/2+1/24 --- diverge. Agora, note na harmonica que 1/3+1/4 > 1/4+1/4=1/2.
Note que 1/5+1/6+1/7+1/8 > 4-1/8 = 1/2. Reconhega que é possivel continuar a agrupar os termos em
metades eternamente. Portanto, a harménica diverge.

Agora que temos uma convergente e uma divergente, podemos usi-las como base de comparagdo para
outras. Uma série muito famosa de Euler é

$1 7
i=1 e 6
Loucura, ndo? A intui¢do de Euler ai foi brilhante, mas a gente retorna eventualmente pra contar o que ele
fez. Pro momento, s6 queremos deduzir que a série converge—nao importa pra onde.

Por que ela converge? Usaremos uma série geométrica. Ignore o 1+ 1/2% por agora. Observe que
1/32 4+ 1/4% > 2-1/4%. Okay. Observe também que 1/5% +1/62 + 1/7% +1/8% > 4-1/8%. Vé a estratégia?
Conseguimos comparar a de Euler com a série geométrica 1 + 1/4 +1/8 +1/16 + - + 1/20 + --- que ja
sabemos convergir pra 2 = 1/(1 — 1/2). Portanto, a de Euler converge e converge mais rapido que essa
geométrica.

O mesmo argumento pode ser aplicado de uma forma levemente diferente, ilustrando que podemos tomar
mais de um ponto de vista. Em vez da estratégia acima, considere a seguinte. Note que 1/22 +1/3% <
2-1/2%2 = 1/2. Note também que 1/4% + 1/5% + 1/6% + 1/7? < 41/4%> = 1/4. Obtemos a mesma série
geométrica de razao 1/2, mas de um jeito levamente diferente—e também mais claro.

Exercicio 8.1. O que podemos concluir sobre

o0

1
Ziz—l?

=2

Primeiro note que ela é muito parecida com a de Euler. Se a de Euler converge, seria dramaético se essa
ndo convergisse: no infinito, ambos 2 e i2 — 1 sdo praticamente a mesma coisa. Mas ndo ¢é assim que se
argumenta. Primeiro observe que a série comega em ¢ = 2. Compare-a com a de Euler a partir de ¢ = 2 com

a série
oo

1
——=1+1/44+1/9+---.
IREN
1=2
Ja sabemos que a de Euler converge com inicio em ¢ = 1 e portanto converge com inicio em ¢ = 2. Isso nos
d

SN

i=2 i i=2 (i-1)2
A pergunta é—a da direita converge? Claro: ela é idéntica a de Euler exceto que ela tem um termo a mais,
que € o termo 1. Portanto, ela converge.

Agora note que a nossa série de interesse pode ser comparada a essa da direita, garantindo que ela
converge também. E ébvio que i2 — 1 < 42, Agora precisamos perceber que (i—1)? <i?—1. Note que i = 1
nem nos interessa. Quando ¢ = 2, obtemos 1 < 3. Quando i = 3, obtemos 4 < 8. Fica 6bvio, assim, que a
desigualdade é verdadeira, mas (pra um argumento menos hand-waving) note que o lado esquerdo subtrai
antes de computar o quadrado e o direito s subtrai depois—a tnica preocupagao que poderia haver seria
com 0s menores nimeros i, o que evidentemente nao é um problema aqui.
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Agora, ¢ possivel manipular a série de interesse e obter o limite dela. Note que > —1 = (i +1)(i — 1),
que é o denominador da série de interesse. Agora experimente calcular

1 1 itl—(i—1) 2

i—1 i+1 2 -1 i2—1

Aparece um 2 no numerador. Multiplique a série por 1/2 e obtenha

n

1 1 — 1 1
Zi2—1:2;(i—1_i+1)'

=2

Se vocé expandi-la, vocé obtém

1/2 =16 +1/4 = 8+ 16— 1/10+ 1§ —1/12+ -

Na aproximagcao acima, estamos com o erro —(1/1041/12), mas esse erro tende a zero: quando chegarmos a
1 = 6, obteremos um termo 1/10 que cancelerd o —1/10. Quando chegarmos a i = 7, obteremos o termo 1/12
que cancelerd o —1/12. Certo—novos erros aparecerao, que serao eventualmente cancelados por i maiores.
Os termos que sobram sdo 1/2+ 1/4 = 3/4, que é a soma da série.

Entao uma estratégia interessante é procurar substituir uma série por uma expressao equivalente que seja
telescépica.

Comentario. Anos depois retorno aqui pra documentar outras anotagoes e aproveito pra mostrar uma
outra situacio telescopica. Estou interessado em saber se 1+1/24+1/3+---+1/10* > 10. O fato é que nao
é, mas um argumento nao é nada facil de se obter. Durante investigacoes, descobri que

1 1 10*
1+-+---+—<1+4921<1 — dx,
+2+ +104 + +/1 poilid

0 que nao é suficiente pra concluir. Aprofundando-me, descobri que

1 "1
7</ —dr=Inn—1In(n—1).

n 1z

A primeira vista, essa desigualdade parece interessante como ferramenta pro problema original porque po-
demos substituir cada termo da soma de interesse por algo que é maior que o termo substituido. Isso nos da
uma soma maior do que a de interesse. Mas—poxal—, o resultado é

1

11 1
<lgtgt it tigr < 14921 <1+l 10* = 1w Z—In 1410 3—lwZ+ In 4—lw3+- - +1In 10~ In(164=T)

e, assim, novamente, obtemos o limite superior de 10.21, que é muito pro que precisamos—precisamos de
uma estimativa mais justa, mais apertada.

8.1 Método de Newton e raizes quadradas

é wton. > vOCé énci Virj a
Use o método de Newton. Por exemplo, se vocé quer uma sequéncia que convirja pra /2, entdo construa o
polinémio 22 — 2 = 0 e agora use o método de Newton pra solucionar o polinémio. Obtemos

flan) ai—QZQai—ai—i—Z_afL 2 1( 2)

Gnt1 = Gn = f'(an) n 2a,, 2a,, " 2a,  2a, 2

ap + —
n
Experimente. Seja ag = 3, por exemplo. Entao a; ~ 1.8333, as ~ 1.4621, a3 ~ 1.4149, a4 =~ 1.4142.
E quanto a e? Vocé precisa encontrar uma equagao que defina o nimero implicitamente. Por exemplo,
Inz = 1. Entdo o método de Newton nos da a sequéncia

f(an)

Unp+1 = An — f’(a )
n

=a,(2—Inay)

e dai obtemos ag = 3, a1 ~ 2.7041, as ~ 2.7182, obtendo uma precisao de pelo menos quatro casas decimais.
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8.2 Uma estimativa da série harmonica por via de integrais

Séries podem ser estimadas por integrais, ji que integrais sao séries. Considere o problema de estimar se a

soma
1+ielep 2
23 104

¢ maior que 13. Desenhe o grafico de 1/z e considere a soma inferior de Riemann de 1 até 10* usando-se
Az = 1. Obtemos

1 1 1 10%
,+,+...+7</ —dr < 9.21
1 T

e ai basta somar 1 a ambos os lados pra obter a conclusao de que

1 1
14—2 ++ 108 < 10.21 < 13.
Entretanto, um problema mais dificil é provar que essa soma é menor que 10, que é bom o que nos preocu-
pamos agora.

Comecemos por ter certeza da soma em si. A soma é bem conhecida, que é a série harménica até o
10%-ésimo termo. E tipicamente chamada de Hyps = 1 +1/24+1/3 4 --- 4+ 1/10* ~ 9.78. E como fazer pra
concluirmos que ela é menor que 10?7 Considere a integral da funcgao inversa de n — 1 a n e veja o que vocé
consegue descobrir.

Nao se consegue a dedugao, mas encontra-se resultados que podem ser lucrativos em outros mercados.
Por exemplo,

1 "1

7</ —dr=Inn—1In(n—1)

n ne1 T
porque a soma de Riemann abaixo da curva 1/x no intervalo (n — 1,n) usando-se Az =1 é 1/n. Essa soma
de Riemann é um limite inferior para a integral porque estamos pegando o intervalo que esta a esquerda de
n, portanto a curva em si repousa sobre o retingulo relativo ao intervalo de interesse. Como a integral é
exatamente Inn — In(n — 1), sabemos entdo que

1/n <Inn —In(n — 1),

de onde deduzimos fatos como 1/10% < 1In 10000 — In 9999.
Dessa mesma construgao também extraimos a desigualdade

1 1 1
-+ -+.. In 10000 — In 1
5737 10000 <™ "
e de uma forma geral obtemos
1 1 1
1+-+-+..+—-—<1+Inn.
2 3 n

Entao ai estd um belo limite superior para a série harmonica, mas obtemos In 10000 < 9.21 e portanto
Hip: < 10.21, 0 que nao nos permite deduzir que esse namero é na verdade menor que 10. E a vida—valeu
a tentativa porque coletamos um truque novo.

A divergéncia da série harmonica pode ser provada através da série

1 1 1 1 1 1 1 1
+2+(4+4)+(8+8+8+8)+...

porque essa série claramente diverge e é claramente menor que a série harmoénica. Enquanto a série harmoénica
costuma ser representada pela letra H, vamos chamar a série acima de 2¥ porque ela tem relacdes com
poténcias de 2.

Observe primeiro que cada agrupamento pelos parénteses é igual a 1/2. Agora pergunte-se quantos
1/2 aparecem quando temos 2" termos. Por exemplo, acima escrevemos 8 termos da série, o que nos deu
1+1/241/2+1/2 =2.5. Vocé pode se interessar por saber contar 2° + 2% + 22 + .2 o que da 2"+ — 1,
o que pode ser provado por inducao. Acima, nés fomos até 22 no denominador, portanto temos 2% termos,
que sdo 27 metades e a unidade com a qual a série se inicia. Isso entdo significa...
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9 Equacoes diferenciais

Equagoes diferenciais é certamente a aplicacao mais importante de Calculo porque quase qualquer coisa na
vida envolve uma quantidade que varia com o tempo e em seguida deseja-se por uma férmula que expresse
a acumulacao dessa coisa que varia. Embora nao sejamos obcecados por equagoes diferenciais, gostariamos
de documentar as mais simples observagoes sobre o tema.

Uma equagao diferencial é chamada de ordindria se a fungdo que soluciona a equagdo depende de apenas
uma unica vériavel independente, ou seja, a funcao desejada é y(z). Se ela depender de mais de uma
variavel, entao trata-se de uma equacao diferencial parcial, quando a solugao é uma funcao como, por
exemplo, y(x1,x2).

Uma equagao é chamada de separdvel de primeira ordem quando ela pode ser escrita como

dy

o = T @)9(y)

porque assim é possivel separar y e x em cada lado da equacao e simplesmente integrar ambos os lados da
equagao usando-se uma aplicacao do seguinte teorema.

Teorema. Declare y = Y (x) uma solugao de
Aly)y' = Q(z) 3)

tal que Y’ é continua num intervalo I. Assuma que @ and (A oY) sejam continuas em I. Declare G uma
antiderivada de A. Dai y satisfaz

Gy) = [ Q) do . @
Conversamente, se y satisfaz (4) entdo y é solucdo de (3). O
Prova. J4 que Y é solugdo de (3), entdo

A(Y (2))Y'(2) = Q(x) (5)

pra cada z em I. J4 que G’ = A, entdo (3) nos da
G'(Y (2)Y'(x) = Q(x).

Mas G'(Y (2))Y'(z) é a derivada de G(Y (z)), que entdo é uma antiderivada de @, isto é

GV (@) = [ Q) do -, (6)
e assim a primeira parte do teorema estd provada. (Note a constante C. Quando integramos G'(Y (z))Y”(z),
uma constante aparece. Chame-a de D e declare C' = —D.)
Agora assuma que y satisfaz (4). Derivando-a, obtemos
Ay = Q(x),
que era o que desejavamos. O

Temos aqui apenas uma relacdo entre equagoes. A mesma funcao y que satisfaz A(y)y’ = Q(z) satisfaz
também

G(y) = /Q(x) dz + C.

A importincia dessa relagdo. Cousidere a equagao y'(z) = y(z), onde 3’ é a derivada de y. Implicito na
notagao esta o fato de que y € uma variavel dependente de z. Algebra nos permite dizer que

(1/y(x))y'(x) = 1.
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Declare A(y) = 1/y e Q(z) = 1. Declare G(y) uma anti-derivada de A(y) — como por exemplo In |y|. O
teorema acima nos permite dizer que a fungao y também satisfaz a equagao

G(y) = /Q(x) dz + C.

Logo, para descobrir uma anti-derivada de A(y), basta integrar Q(x) com respeito a x. Perceba que isto é
o mesmo que integrar A(y) com respeito a y, ou integrar A(y)y’(x) com respeito a z. Escolhamos entdo a
integracao mais facil e de dessa forma obtemos a das outras também.

Esse é o raciocinio necessario para solucionar equagoes diferenciais separaveis de primeira ordem. O que
alguns livros-texto fazem, como por exemplo o famoso “Calculus” de James Stewart, é aplicar o teorema
através de um truque da notagao de Leibniz.

Olhemos de mais perto. Considere novamente dy/dx = y. Para solucionar essa equagdo, precisamos
invocar o teorema acima. Em vez de invocé-lo, entretanto, suponhamos que dy e dx sejam, em si, variaveis
distintas e por mera questao de investigagao, operemos a equagao da seguinte forma:

dy/ de =y (7)
(1/y) dy = dx (8)

Jap ay= [ an (9)

Sabemos que o lado direito é equivalente a = + C; e que o lado esquerdo é equivalente a In |y| 4+ Cy. Podemos
isolar y através de uma aplicagdo da inversa de In e estariamos satisfeitos, ou seja, se houver uma conexao
entre (5) e (7), temos um procedimento que é facil de lembrar — devido a algebrizagdo dos simbolos dy e
dxr — e que nos permite expressar y em funcao de x — isto é, solucionar a equagao. Felizmente a conexao
existe como vimos acima.

Voltemos agora nossa atengao a equagao

9.1 O modelo logistico

Uma equacao diferencial famosa ¢ o modelo logistico, que modela crescimento populacional. E chamada de
“lei do crescimento natural” o fato de que a velocidade de crescimento de uma populacao é proporcional ao
tamanho atual dela, o que é bem sensato. Em simbolos, essa lei se traduz em

L _yp
dt

sendo k alguma constante especifica relativa & populacao em si. Por exemplo, uma populacido de bactérias
pode ter uma certa constante e uma populagao de bufalos, outra.

Essa equagao por si s6 ja é um modelo de crescimento populacional, mas é muito simplista: ela assume,
por exemplo, que a populagao pode crescer pra sempre, o que até nem é absurdo quando a populagao esta em
inicio de expansao, mas se torna absurda quando a populacao comeca a passar de sua “capacidade maxima
de suporte”, que vamos chamar de M.

O modelo logistico leva essa capacidade maxima em consideracao e faz com que o crescimento se torne
decaimento se a populacao estiver acima dessa capacidade méxima de suporte, ou seja, se P > M. A equacgao

que modela essa sofisticagao é
ar _,p (1 - P) .

dt M

Observe como o fator (1 — P/M) funciona como uma corre¢do ao modelo simplista. Se a populagao estiver
acima da capacidade de suporte, entdo (1 — P/M) < 0 e assim dP/dt < 0, ou seja, a populacdo decai. Se
porventura a populagdo estiver abaixo da capacidade de suporte, entdo (1 — P/M) > 0 e assim dP/dt > 0.

Isso nao significa que o modelo faz a populagao oscilar ao redor de M. Nao ocorre essa oscilagao. O
que ocorre é que se vocé comegar com um Py abaixo de M, entao a fungao-solucao tende a M por baixo
quando t cresce sem limite. Similarmente, se vocé comecar com uma populagao inicial acima de M, entao
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a fungao-solugao tende a M por cima quando t cresce sem limite. Agora, de fato existe uma solugao que
é P(t) = M em que a populagdo permanece em M pra sempre, o que é chamado de solugdo de equilibrio.
Outra solugao de equilibrio para o modelo logistico é P(t) = 0, quando a popula¢do permanece em zero pra
sempre.

Naturalmente a gente se pergunta agora qual é a fungao-solugdo. O modelo logistico é uma equagao
diferencial separavel de primeira ordem, entao sua solugao nao é dificil de ser obtida se vocé tiver um minimo
de técnicas de integracao.
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